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2.7. Deformaciones de sólido ŕıgido . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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6.2.3. Aspectos energéticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
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Caṕıtulo 1

Fundamentos matemáticos

La mecánica de medios continuos es una teoŕıa de campos y su presen-
tación actual hace uso extenso de conceptos matemáticos. Aśı, en los libros
más avanzados de esta disciplina se emplean nociones de topoloǵıa, geo-
metŕıa diferencial en variedades, análisis funcional, teoŕıa de grupos, formas
diferenciales, cálculo directo de variaciones, etc. Es por ello por lo que la
mecánica de medios continuos resulta de interés a ingenieros, que la em-
plean como base de métodos de cálculo en sólidos y fluidos, pero también
a matemáticos que encuentran en ella una entorno para la aplicación, casi
directa, de conceptos aparentemente abstractos.

En estos apuntes no se pretende explorar los aspectos más avanzados de
los fundamentos matemáticos de la mecánica de medios continuos, pero śı
aprovechar la elegancia y la capacidad de expresión que las matemáticas con-
fieren a esta materia. Para expresar de manera más natural los conceptos
elementales de la mecánica de medios continuos se vuelve imprescindible,
por tanto, presentar el álgebra y cálculo tensorial y algunos conceptos de
geometŕıa diferencial, dejando para otros libros los aspectos más comple-
jos [5, 7, 8, 12, 11, 4].

1.1. Vectores en el espacio Eucĺıdeo

La definición completa de los conceptos de vector y espacio vectorial se
pueden consultar en textos básicos de álgebra lineal. En lo que sigue, llama-
remos vector simplemente a un elemento de V ≡ Rdim, siendo dim = 3 en
este caṕıtulo, aunque la gran parte de los conceptos que se presentan son
válidos también para otras dimensiones. En general, se puede hacer distin-
ción entre punto y vector, como elementos de un espacio af́ın o vectorial,
respectivamente, pero en este libro supondremos que se refieren al mismo
concepto.

Notación: Para diferenciar los vectores de los escalares se emplean en
la literatura distintas notaciones. Aśı, dependiendo del libro u autor que se

1
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consulte, un mismo vector se puede ver escrito como u, ū, u⃗, u, . . . Entre estos
śımbolos, todos ellos válidos, utilizaremos el primero. Nótese que, salvo que
se indique lo contrario, siempre se emplearán letras minúsculas para referirse
a vectores.

1.1.1. Componentes de un vector y cambio de base

Sea B = {e1, e2, e3} una base cartesiana de V. Cualquier vector v ∈ V
se puede expresar de la forma

v = v1e1 + v2e2 + v3e3 =
dim∑
i=1

vi ei , (1.1)

y v1, v2, v3 se llaman las componentes de v en la base B. Las componentes
de un vector son únicas para una base dada, pero cambian según la base a
la cuál se refieren, por lo que no se debe confundir el vector mismo con sus
componentes.

Para expresar que la terna v1, v2, v3 son las componentes del vector v en
la base B escribiremos:

{v}B =


v1
v2
v3


B

. (1.2)

Cuando no hay posibilidad de confusión porque sólo se ha definido una base
se emplea la notación

{v} =


v1
v2
v3

 . (1.3)

La relación entre las componentes de un vector, referidas a dos bases
distintas se obtiene de la siguiente manera. Sea B la base anteriormente de-
finida y B′ una nueva base cartesiana formada por los vectores ortonormales
{e′1, e′2, e′3}. Un vector ei cualquiera de la base B se puede expresar como
suma de vectores de la base B′ de la forma:

ei = ai1e
′
1 + ai2e

′
2 + ai3e

′
3 . (1.4)

Otro vector cualquiera v se puede escribir indistintamente como combinación
lineal de los elementos de B o de los de B′, es decir,

v =

dim∑
i=1

vi ei =

dim∑
j=1

v′j e
′
j . (1.5)

Sustituyendo la expresión (1.4) e identificando las componentes se obtiene
que

v′j =
dim∑
i=1

aij vi . (1.6)
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Esta última relación se puede expresar matricialmente como
v′1
v′2
v′3


B′

=

 a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33


v1
v2
v3


B

, (1.7)

o de forma compacta
{v}B′ = [A]T {v}B . (1.8)

Si las bases B y B′ son ortonormales, un concepto que se definirá más ade-
lante, la matriz de cambio de base [A] es una matriz ortogonal, es decir, que
verifica [A]−1 = [A]T . Más aún, si las dos bases tienen la misma orientación,
entonces el determinante de [A] es igual a 1 y por tanto esta matriz es una
rotación.

Observaciones:

a) Es habitual referirse a los vectores de la base cartesiana de V ≡ Rdim

como {i, j,k} y las componentes de un vector v en dicha base como
vx, vy, vz.

b) En general, existen sistemas de coordenadas con bases que no son or-
tonormales. En este libro no las consideraremos pues las operaciones
(algebraicas y diferenciales) en estos sistemas son mucho más comple-
jas que en el caso ortonormal.

1.1.2. Operaciones algebraicas básicas

Los vectores de Rdim poseen las operaciones vectoriales básicas de
suma y multiplicación por un escalar. Para realizar operaciones vectoriales
nos vemos obligados a menudo a emplear las componentes de un vector, pero
es importante recalcar que el resultado es independiente de la base escogida.
Por ejemplo, para calcular el vector c = a+ b, utilizamos las componentes
de todos ellos en la base B y podemos emplear la expresión:

c1
c2
c3


B

=


a1
a2
a3


B

+


b1
b2
b3


B

. (1.9)

Además, en el espacio Eucĺıdeo se define el producto escalar , una ope-
ración bilineal y simétrica, a partir de la métrica , esto es, los escalares

gij = ei · ej (1.10)

con i, j = 1, 2, 3 y gij = gji. Se dice además que una base es ortonormal si
su métrica satisface gij = δij , siendo esta última la delta de Kronecker

δij =

{
1 si i = j ,

0 si i ̸= j .
(1.11)
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Por linealidad, el producto escalar de dos vectores cualesquiera a y b en una
base ortonormal es

a · b =
3∑

i,j=1

ai bj δij = a1b1 + a2b2 + a3b3 , (1.12)

siendo ai, bi las componentes de ambos vectores en dicha base. El producto
escalar, como el resto de operaciones de las que tratamos, es una operación
intŕınsica que no depende de la base escogida. La norma Eucĺıdea de
un vector se indicará como |a| y se define de la siguiente forma

|a| =
√
a · a . (1.13)

▷ Ejemplo 1.1.1. Demostrar que la norma de un vector es una operación
intŕınseca.

Sea u un vector arbitrario y B,B′ dos bases cartesianas. Entonces se
cumple que la norma al cuadrado de este vector se puede escribir como

{u}TB′{u}B′ =
(
[A]T {u}B

)T (
[A]T {u}B

)
= {u}TB [A][A]T {u}B = {u}TB{u}B ,

ya que la matriz de cambio de base es ortogonal. El resultado de la operación
es, por tanto, independiente de la base escogida para representar el vector.
Si las dos bases escogidas no fueran ortonormales el resultado también seŕıa
cierto pero la matriz de cambio de base no seŕıa ortonormal y por lo tanto
la demostración cambiaŕıa ligeramente. ◁

El producto escalar Eucĺıdeo tiene una interpretación geométrica, pues
el ángulo formado por dos vectores a y b es

cos θ =
a · b
|a| |b|

. (1.14)

Cualquier vector no nulo se puede normalizar, multiplicándose por el
inverso de su norma, y obteniéndose un vector unitario. Dado un vector
cualquiera a y otro vector cualquiera unitario u, se definen la proyección de
a sobre u y la proyección de a sobre el plano normal a u como

a
∥
u = (a · u)u , a⊥u = a− a∥u . (1.15)

Esta descomposición es única y se puede escribir a = a
∥
u + a⊥u . Véase la

ilustración en la figura 1.1.
El producto vectorial de dos vectores se indica como a × b y, para

cualquier base cartesiana B = {e1, e2, e3}, éste se calcula mediante la regla

a× b =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ , (1.16)
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a

a⊥
u

a‖
u

u

Figura 1.1: Descomposición de un vector según una dirección u y su plano
perpendicular.

a

b

c

Figura 1.2: Paraleleṕıpedo generado a partir de 3 vectors cuyo volumen
puede ser calculado a partir del triple producto.

y da lugar a un vector perpendicular a a y b, orientado según la regla
de la mano derecha y con módulo |a× b| = |a| |b| sin(θ), siendo θ el ángulo
comprendido entre a y b. Por tanto, el área de un triángulo con lados a, b, b−
a es

área(a, b, b− a) = 1

2
|a× b|. (1.17)

El producto vectorial de tres vectores, por ejemplo a× (b× c), tiene por
expresión

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c . (1.18)

Existen varias formas de demostrar esta identidad [10]. Quizá la más sencilla
se basa en utilizar que a× (b× c) es una operación trilineal en a, b, c y que
el resultado debe de ser un vector contenido en el plano de b y c. En primer
lugar suponemos que b y c no son paralelos, pues si no la demostración es
trivial. En el caso b× c ̸= 0 se sigue que

a× (b× c) = βb+ γc , (1.19)
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siendo β, γ dos escalares. Tomando el producto escalar con a de ambos
lados de esta igualdad resulta que 0 = β(b · a) + γ(c · a). Como b y c no
son paralelos, bien b · a o c · a es no nulo. Suponiendo, por ejemplo, que el
primer producto escalar es distinto de cero deduce que

a× (b× c) = β

c · a
((c · a)b− (b · a)c) . (1.20)

La única manera de que esta expresión sea lineal en los tres vectores es que
β sea un múltiplo de c · a, es decir, que

a× (b× c) = C ((c · a)b− (b · a)c) , (1.21)

siendo C una constante independiente de a, b, c. Tomando, a = e2, b =
e2, c = e3 se comprueba que la constante ha de tener valor 1.

El producto mixto o triple producto de tres vectors a, b, c se define
como

[a b c] = a · b× c . (1.22)

El triple producto es invariante frente a permutaciones pares de sus argu-
mentos, pero cambia de signo cuando la permutación es impar. Además, se
verifica:

[a b c] =
∣∣a b c

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a
b
c

∣∣∣∣∣∣ . (1.23)

En esta última expresión, el primer determinante es el que se obtiene al
colocar las componentes de los tres vectores en las columnas de una matriz,
y el segundo en sus filas. El product mixto de tres vectores a, b, c es igual
al volumen orientado de un paraleleṕıpedo con lados paralelos a estos tres
vectores. Véase la Figura 1.2.

▷ Ejemplo 1.1.2. Sean B = {e1, e2, e3} y B′ = {e′1, e′2, e′3} dos bases
ortonormales relacionadas por

e1 =

√
3

2
e′1 +

1

2
e′2 , e2 = −1

2
e′1 +

√
3

2
e′2 , e3 = e

′
3 ,

y tres vectores a, b, c cuyas componentes en la base B son

{a}B =


1
2
3


B

, {b}B =


0
1
−1


B

, {c}B =


−1
0
2


B

.

Para calcular las componentes de estos tres vectores en la base B′ identifi-
camos, en primer lugar, la matrix [A] de cambio de base

[A] =


√
3
2

1
2 0

−1
2

√
3
2 0

0 0 1

 ,
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de lo que se sigue que

{a}B′ = [A]T {a}B =


√
3
2

1
2 0

−1
2

√
3
2 0

0 0 1


T 

1
2
3


B

=


√
3
2 − 1√
3 + 1

2
3


B′

,

{b}B′ = [A]T {b}B =


√
3
2

1
2 0

−1
2

√
3
2 0

0 0 1


T 

0
1
−1


B

=


−1

2√
3
2
−1


B′

,

{c}B′ = [A]T {c}B =


√
3
2

1
2 0

−1
2

√
3
2 0

0 0 1


T 

−1
0
2


B

=

 −
√
3
2

−1
2
2


B′

.

El producto escalar de a y b se puede calcular como

a · b = {a}B · {b}B =


1
2
3


B

·


0
1
−1


B

= {a}B′ · {b}B′ =


√
3
2 − 1√
3 + 1

2
3


B′

·


−1

2√
3
2
−1


B′

= −1 ,

pues al ser una operación intŕınseca su valor es independiente de la base en la
que se expresen los vectores. El vector a× b se puede calcular en cualquiera
de las dos bases definidas

{a× b}B =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 2 3
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ =


−5
1
1


B

{a× b}B′ =

∣∣∣∣∣∣∣
e′1 e′2 e′3√
3
2 − 1

√
3 + 1

2 3

−1
2

√
3
2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =


−1
2 − 5

√
3
2

−5
2 +

√
3
2

1


B′

y se puede verificar que {a× b}B = [A]T {a× b}B′ . ◁

1.2. Tensores

Los tensores son objetos del álgebra lineal tan útiles como los vectores, y
su uso en varias ramas de la mecánica es muy habitual. Por ejemplo, el tensor
de inercia aparece en la descripción de la dinámica del sólido ŕıgido. En la
mecánica de sólidos y fluidos este tipo de objetos aparece constantemente y
permite, como se explicará en esta sección, expresar de forma compacta las
relaciones lineales entre vectores.
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1.2.1. Tensores de segundo orden

Los tensores de segundo orden son los más comunes y a veces nos
referiremos a ellos simplemente como “tensores”, sobreentendiéndose que el
orden al que se hace referencia es dos. Estos objetos se estudian en Álgebra
bajo el nombre de “homomorfismos lineales”, y en estas notas se usará el
śımbolo V2 para referirnos a este conjunto. Los tensores de segundo orden
son, pues, simplemente aplicaciones lineales de V en V, es decir, funciones
lineales que transforman un vector en otro.

Para cualquier vector a ∈ V, un tensor T es una operación lineal tal
que T (a) es otro vector. Por sencillez, los paréntesis se eliminan y se escribe
simplemente b = Ta. La propiedad fundamental, por tanto de los tensores
de segundo orden es

T (αa+ βb) = αTa+ βTb, (1.24)

siendo α, β dos números reales y a, b dos vectores.

Notación: Igual que en el caso de los vectores, existe una notación espe-
cial que permite distinguir los tensores de segundo orden del resto de objetos
(escalares, vectores, . . . ). También esta notación depende del autor o del li-
bro que se consulte y un mismo tensor se puede escribir como A, ¯̄A,A, . . .
En estas notas se empleará la primera de ellas y se evitará la confusión entre
vectores y tensores de segundo orden empleando siempre que no se indique
lo contrario letras minúsculas en el primer caso y mayúsculas en el segundo.

1.2.2. Componentes y cambio de base

Recordamos que un tensor es simplemente una operación que transforma
vectores en vectores, y que es lineal. Para describir completamente un tensor
basta por tanto conocer el resultado de operarlo sobre un vector cualquiera.
Si T es un tensor de segundo orden y a ∈ V, entonces podemos escribir

b = Ta , (1.25)

siendo b otro vector. Expresando a y b en una base y utilizando la linealidad
del tensor se sigue que∑

k

bk ek = T (
∑
j

aj ej) =
∑
j

aj Tej . (1.26)

Vemos por tanto que para describir un tensor es suficiente saber cuál es el
resultado de operarlo sobre los vectores de una base. Más aún, para conocer
este resultado escribimos

bi = b · ei =
∑
j

aj ei · (Tej) . (1.27)
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Definiendo las componentes de un tensor T en la base {ei} como los
nueve escalares

Tij = ei · (Tej) , i = 1, 2, 3 j = 1, 2, 3 , (1.28)

se puede, finalmente, escribir el resultado de operar un tensor sobre un vector
como

bi =
∑
j

Tijaj . (1.29)

Las componentes de un tensor referidas a una base B se muestran en
forma de matriz, y se escribe

[T ]B =

 T11 T12 T13
T21 T22 T23
T31 T32 T33


B

(1.30)

de forma análoga a la expresión en un vector columna de un vector (1.2).
Como en el caso de los vectores, la matriz de un tensor en una base cualquiera
no debe de confundirse con el tensor propiamente dicho.

La propiedad de linealidad de los tensores implica que las componentes
del vector b que resulta de la aplicación de un tensor T sobre un vector a
se pueden obtener multiplicando la matriz [T ]B y el vector columna {a}B.
Es decir, si b = Ta, entonces

{b}B = [T ]B{a}B , (1.31)

o más expĺıcitamente
b1
b2
b3


B

=

 T11 T12 T13
T21 T22 T23
T31 T32 T33


B


a1
a2
a3


B

. (1.32)

Observando la definición de las componentes de un tensor deducimos
que éstas dependen de la base en la que se exprese el tensor. Para hallar
la relación entre componentes de un mismo tensor en dos bases cartesianas
distintas B y B′ escribimos la relación b = Ta en componentes de las dos
bases.

{b}B = [T ]B{a}B , y {b}B′ = [T ]B′{a}B′ . (1.33)

La expresión (1.8) relaciona las componentes de los vectores a y b en las dos
bases aśı que la segunda ecuación de (1.33) se puede escribir como

[A]T {b}B = [T ]B′ [A]T {a}B . (1.34)

Despejando {b}B y comparando el resultado con la primera ecuación de
(1.33) se deduce que la expresión que relaciona las componentes de T en las
dos bases consideradas es

[T ]B = [A][T ]B′ [A]T . (1.35)
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Al ser operadores lineales, todas las operaciones que podamos definir so-
bre o entre tensores tiene su analoǵıa en las operaciones matriciales, aunque
las primeras son indepdendientes de las coordenadas. Aśı, por ejemplo, dado
un tensor A cualquiera se define su transpuesto AT como el único tensor
que satisface

a · (Ab) = (ATa) · b, (1.36)

para cualquier pareja de vectores a, b ∈ V. Se puede comprobar que, en
cualquier sistema de coordenadas, la matriz correspondiente a AT coincide
con la matriz de componentes de A, transpuesta.

1.2.3. Algunos tensores especiales

Algunos tensores o tipos de tensores aparecen a menudo o son muy útiles.
Recogemos aqúı algunos de ellos con su definición.

a) El tensor nulo es el único tensor tal que Ta = 0, para cualquier
vector a. En cualquier sistema de coordenadas, su matriz sólo tiene
componentes nulas.

b) Análogamente, el tensor identidad I es el único que verifica Ia = a
para todo vector a. La matriz de componentes de I, en cualquier base,
es la matriz identidad.

c) Se dice que un tensor es simétrico si es igual a su traspuesto, y
tensor antisimétrico (o hemisimétrico) si es el opuesto de su tras-
puesto. Se comprueba inmediatamente que la matriz asociada a un
tensor simétrico es simétrica, en cualquier base, y la matriz asociada a
un tensor antisimétrico es a su vez antisimétrica, también en cualquier
base. Los tensores antisimétricos tienen una propiedad que empleare-
mos más adelante y es que el efecto de aplicar un tensor antisimétrico
W sobre un vector cualquiera a es el mismo que el de multiplicar vec-
torialmente un vector w, llamado el vector axial de W , sobre a. Es
decir, que para todo vector a,

Wa = w × a, (1.37)

e indicamos w = axial[W ]. Además esta relación es rećıproca, y por
ello multiplicar vectorialmente un vector w por otro vector cualquiera
a es equivalente a multiplicar un tensor antisimétricoW , que es único,
y que se llama el tensor antisimétrico asociado al vector w.

d) Un tensor T es definido positivo si a·(Ta) ≥ 0 para cualquier vector
a y además sólo es cero cuando el vector a es nulo. Si se elimina esta
última condición se dice que el tensor es semidefinido positivo.
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1.2.4. Operaciones algebraicas

Los tensores poseen las operaciones de suma, multiplicación y multipli-
cación por un escalar y estas se definen a partir de los conceptos corres-
pondientes para vectores y la propiedad de linealidad. Por ejemplo, dados
dos tensores A,B, el tensor suma C = A + B se define como aquel que
aplicado a un vector cualquiera v resulta Cv = Av +Bv. El producto de
dos tensores C = BA es el único tensor que satisface

Cv = B(Av) (1.38)

para cualquier vector v ∈ V.
La expresión matricial del resultado de todas estas operaciones es la

correspondiente operación matricial operada sobre las matrices de compo-
nentes de los tensores. Insistimos, como en el caso de los vectores, que el
resultado es independiente de la base escogida.

Dos vectores a y b pueden operarse mediante el llamado producto
diádico, o producto exterior , resultando en un tensor de segundo orden
a⊗ b definido por

(a⊗ b)c = a(b · c) , (1.39)

para cualquier vector c. Esta operación es muy importante porque permite
construir tensores a partir de objectos más sencillos, como son los vectores.
De hecho, un tensor de segundo orden T con components Tij en una base
B = {e1, e2, e3} se puede definir como

T =
dim∑
i,j=1

Tij ei ⊗ ej . (1.40)

Para comprobar esta afirmación basta con comprobar que la componente
(i, j) del tensor aśı definido es precisamente Tij . De la definición (1.28) se
sigue que

ei ·

 dim∑
k,l=1

Tkl ek ⊗ el

 ej = dim∑
k,l=1

Tkl δik δlj = Tij . (1.41)

Esta forma de construir tensores se puede extender a objetos de órden más
alto, como se verá más adelante.

La traza es una operación lineal sobre tensores definida mediante la
relación

tr(a⊗ b) = a · b, (1.42)

sobre diádicas. Como todo tensor es la suma de 9 parejas diádicas se verifica

tr(T ) = tr(

dim∑
i,j=1

Tijei ⊗ ej) =
dim∑
i,j=1

Tij tr(ei ⊗ ej) =
dim∑
i,j=1

Tijei · ej =
dim∑
i=1

Tii .

(1.43)
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La traza de un tensor no depende tampoco de la base en la que se exprese su
matriz de componentes y se dice que es por tanto un invariante del tensor.
La operación traza es lineal aśı que, dado un escalar α y dos tensores T ,S,

tr(αT ) = α tr(T ) , tr(T + S) = tr(T ) + tr(S) . (1.44)

Decimos que un tensor es desviador si tiene traza nula y esférico si es de
la forma T = pI, siendo p un escalar.

El producto escalar entre tensores de orden dos se escribe con el
śımbolo “:” y se define como la operación que a toda pareja de tensores T ,S
asocia el escalar T : S definido por

T : S = tr(STT ) . (1.45)

En componentes, la operación de la doble contracción, como también se
conoce a este producto escalar, es simplemente

T : S =
dim∑
i=1

dim∑
j=1

TijSij . (1.46)

Como esta operación define un producto escalar, también se puede definir
una norma asociada de tensores:

∥T ∥ =
√
T : T . (1.47)

El adjunto de un tensor T es otro tensor adj(T ) definido mediante la
siguiente relación: sean a y b dos vectores cualesquiera, el adjunto de T es
el único tensor que verifica

(Ta)× (Tb) = adj(T )(a× b) . (1.48)

Nótese que el tensor T puede ser singular y que aún aśı, su adjunto está bien
definido. El determinante de un tensor T es el escalar det(T ) que verifica

[Ta Tb Tc] = det(T )[a b c] . (1.49)

El determinante es, por tanto, otro invariante del tensor. Cuando un tensor
tiene determinante nulo se dice que éste es singular y en caso contrario,
regular .

Por último, dado un tensor regular T ∈ V2 cualquiera, existe un ten-
sor T−1, denominado el tensor inverso de T tal que

TT−1 = T−1T = I . (1.50)

El tensor inverso además, cuando existe, es único. Existe un caso particular
de tensores en los que el tensor inverso coincide con el transpuesto. Estos
tensores se llaman ortogonales y si además su determinante es igual a 1,
entonces rotaciones.
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▷ Ejemplo 1.2.1. Sea F un tensor regular de segundo orden. Demostrar,
usando la definición del determinante, que

a× b = det(F )F−T (A×B) ,

siendo a = FA y b = FB.

Para demostrar esta identidad se emplea un método muy común en otras
demostraciones de álgebra y cálculo tensorial. Sea c = FC un vector arbi-
tario en V. Usando la definición del determinante de un tensor se tiene que

(a× b) · c = [a b c] = [FA FB FC] = det(F )(A×B) · (F−1c) .

Además, usando las propiedades del producto escalar se cumple que

(a× b) · c = det(F )(A×B) · (F−1c) = [det(F )F−T (A×B)] · c .

Comparando la expresión de la izquierda y la de la derecha, puesto que c es
un vector arbitrario se debe de cumplir que aquello que está multiplicando
ha de ser también lo mismo, es decir,

a× b = det(F )F−T (A×B) ,

que es el resultado pedido. ◁

1.2.5. Autovectores y autovalores

Dado un tensor T cualquiera, se dice que el vector v es un autovector
y λ su autovalor asociado si v es unitario y

Tv = λv . (1.51)

Para calcular los autovalores buscamos las soluciones no triviales de la iden-
tidad (1.51) y para ello hay que resolver la ecuación

det(T − λI) = 0 . (1.52)

Esta ecuación es un polinomio de tercer grado que tiene por expresión

−λ3 + I1(T )λ
2 − I2(T )λ+ I3(T ) = 0 . (1.53)

Las funciones I1, I2, I3 son los llamados invariantes principales del ten-
sor T , porque no dependen de la base, y su expresión expĺıcita es

I1(T ) = tr(T ) , I2(T ) =
1

2
( tr(T )2− tr(T 2)) , I3(T ) = det(T ) . (1.54)
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Como en álgebra de matrices, una vez calculados los tres autovalores
λ1, λ2 y λ3, se calculan sus autovectores asociados buscando las bases de los
espacios nulos de los tensores

T − λI , (1.55)

que no son vaćıos por definición. Cuando el tensor es simétrico, el siguiente
teorema espectral garantiza que los autovalores y autovectores cumplen una
propiedades especiales que se emplearán muy a menudo en la mecánica de
sólidos deformables. Por su importancia incluimos una demostración del
teorema.

Teorema 1.2.2. Los tres autovalores de un tensor simétrico S son reales
y sus tres autovectores asociados forman una base ortonormal, llamada la
base principal del tensor, que denominamos B∗. En esta base, la expresión
matricial del tensor es:

[S]B∗ =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


B∗

. (1.56)

Demostración. Demostramos primero que los tres autovalores son reales.
Como el polinomio caracteŕıstico de S es de tercer orden, este tiene tres
ráıces (autovalores) λ1, λ2, λ3 que en principio pueden ser complejas. Si v
es el autovector asociado a un autovalor λ de los tres y v̄ es el autovector
conjugado entonces

v̄ · Sv = v̄ · λv = λ|v|2 . (1.57)

Conjugando ambos lados de la ecuación anterior, se obtiene

v · Sv̄ = λ̄|v|2 . (1.58)

Igualando las identidades (1.57) y (1.58), y dado que S es un tensor simétri-
co, concluimos que λ = λ̄, es decir que λ es real.

La demostración de la segunda parte es inmediata si los autovales son dis-
tintos, pero consideramos el caso más general. Como antes, sean (λ1, λ2, λ3)
los tres autovalores de S (ordenados de cualquier manera) y (v1,v2,v3) sus
autovectores correspondientes. Si w es un vector ortogonal a v1, entonces
Sw es también ortogonal a v1, porque v1 · Sw = Sv1 ·w = λ1v1 ·w = 0.
Aśı pues S, cuando se restringe al subespacio de vectores ortogonales a v1
es también un tensor de ese conjunto a śı mismo. Por lo tanto tendrá dos
autovalores y autovectores, que forzosamente deberán ser ortogonales a v1.
Tomando uno cualquiera que llamamos λ2 y v2 al autovector, repetimos el
mismo argumento para el subespacio de vectores ortogonales a v1 y v2 para
concluir que los tres autovectores son ortonormales.
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En la base principal tenemos

{v1}B∗ =


1
0
0


B∗

, {v2}B∗ =


0
1
0


B∗

, {v3}B∗ =


0
0
1


B∗

. (1.59)

por lo que la expresión matricial de S ha de ser como se indica en (1.56).

Un tensor simétrico con dos autovalores iguales se llama ciĺındrico, y
cuando los tres son iguales, esférico. En este último caso el tensor ha de
ser proporcional al tensor identidad.

Dado un tensor simétrico S, definimos la función escalar s(u) = u ·Su.
Si se restringe el dominio de la función a los vectores unitarios, ésta toma
valores acotados y

máx
u,|u|=1

s(u) = máx
1≤i≤3

λi , mı́n
u,|u|=1

s(u) = mı́n
1≤i≤3

λi. (1.60)

La demostración de dicho resultado se puede obtener expresando el tensor S
y el vector u en la base principal de autovectores. En esta base,

s(u) = λ1v
2
1 + λ2v

2
2 + λ3v

2
3 ≤ máx

1≤i≤3
λi(v

2
1 + v22 + v23) = máx

1≤i≤3
λi . (1.61)

De esta relación se sigue que el máximo de s(u) es menor o igual que el
mayor autovalor. La demostración de la cota inferior es análoga.

Dichos valores máximo y mı́nimo jugarán un papel relevante en la des-
cripción mecánica y cinemática de un medio continuo.

1.2.6. Funciones de tensores

Si f : R → R, esta función se puede extender al dominio de los tensores
simétricos sin más que definir

f(S) :=
dim∑
i=1

f(λi) ei ⊗ ei . (1.62)

Aśı, for ejemplo, si C es un tensor simétrico con autovalores no negativos
λ2I , λ

2
II , λ

2
III se define

√
C :=

dim∑
I=1

λI vI ⊗ vI , (1.63)

y verifica (
√
C)2 = C. Otro ejemplo útil es el logaritmo de un tensor. Repi-

tiendo la misma idea, definimos

logC :=
dim∑
I=1

log(λ2I) vI ⊗ vI . (1.64)
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1.2.7. Descomposiciones de tensores

Estudiamos a continuación algunas formas en las que un tensor de puede
“separar” en partes que, aparentemente, son más sencillas. El motivo para
estas realizar estas descomposiciones es que a menudo es más sencillo estu-
diar una cantidad tensorial haciéndolo por separado para cada una de sus
partes.

Descomposición por simetŕıa

Todo tensor T se puede descomponer de forma única en una parte
simétrica T s y otra antisimétrica T a de forma que T = T s + T a. Se com-
prueba fácilmente que cada una de estas partes son:

T s =
1

2
(T + T T ) , T a =

1

2
(T − T T ) . (1.65)

Estas dos partes son, además ortogonales.

Descomposición por traza

Además, todo tensor T se puede descomponer de forma única en una
parte esférica y otra desviadora. La parte esférica, que denominaremos T esf

tiene la misma traza que T y la parte desviadora T des no tiene traza. Ambas
se calculan aśı:

T esf =
tr(T )

dim
I , T des = T − T esf . (1.66)

Como en el caso anterior, las dos partes son ortogonales.

Descomposición polar

El teorema de la descomposición polar de tensores es una de las piezas
fundamentales de la cinemática de medios continuos y lo presentamos junto
con su demostración para el caso más sencillo [9].

Teorema 1.2.3. Sea F un tensor regular. Existe un único tensor de rota-
ción R y dos tensores U ,V simétricos, definidos positivos tal que

F = RU = V R . (1.67)

Demostración. El tensor C = F TF es simétrico y definido positivo por
lo que se puede calcular su ráız cuadrada U , que es otro tensor simétrico
y definido positivo. Por último, basta con definir R = FU−1. Usando el
mismo razonamiento se comprueba que V = RURT .
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E1

E2

a

e1

e2
Ta

Figura 1.3: Ilustración del resultado de aplicar el tensor de dos puntos T
sobre el vector a.

1.3. Tensores de dos puntos

Hasta ahora hemos empleado únicamente tensores que operan desde y
hacia el mismo espacio vectorial. En general, el dominio y el co-dominio
de un tensor T de segundo orden no tienen por qué ser iguales y resulta
ventajoso distinguirlos. Suponiendo que el dominio tiene por base {Ei} y
el codominio a su vez {ei}, entonces una operación como b = Ta se puede
escribir como ∑

i

bi ei = T
∑
j

aj Ej =
∑
j

aj TEj , (1.68)

y por tanto

bi = ei · b =
∑
j

aj ei · TEj =
∑
j

Tijaj (1.69)

siendo Tij = ei · TEj las componentes de este tensor en la base “mixta”.
Por esto, el tensor T puede representarse como

T =
∑
i,j

Tij ei ⊗Ej . (1.70)

Este tipo de operadores se conocen como tensores de dos puntos. En
la figura 1.3 se ilustra el efecto de operar un tensor de dos puntos sobre
un vector cualquiera. Nótese como el origen de los dos vectores son puntos
distintos, de ah́ı el nombre del tensor.
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1.4. Tensores de cuarto orden

Aunque existen tensores de cualquier orden, sólo utilizaremos en este
curso lo de orden dos y cuatro1. Estos últimos se definen como aplicaciones
lineales en el espacio de tensores de segundo orden y llamamos V4 al conjunto
de todos los tensores de cuarto orden.

Notación: Igual que en el caso de los vectores y tensores, existe una no-
tación especial para los tensores de cuarto orden. Esta notación, como las

anteriores, cambia según el autor y libro siendo algunas de ellas
¯̄̄̄
A,A. En

estas notas los tensores de cuarto orden se distinguirán for el tipo de letra
y escribiremos simplemente A,B, etc.

La propiedad fundamental de un tensor de cuarto orden C es su
linealidad, es decir, que siendo A,B dos tensores de segundo orden cuales-
quiera,

C(αA+ βB) = αCA+ βCB , (1.71)

cuando α y β son números reales. Además, de manera análoga a la operación
“⊗” definida entre vectores, se define el producto diádico de tensores
de segundo orden como la operación ⊗ : V2 × V2 → V4 que sirve para
construir tensores de cuarto orden que satisfacen

(A⊗B)C = A(B : C) , (1.72)

siendo A,B,C tres tensores cualesquiera.

El tensor identidad de cuarto orden, indicado como I, verifica IA = A,
para cualquier tensor A ∈ V2. Además, el tensor Is es el tensor identidad del
conjunto de tensores simétricos de segundo orden y satisface la propiedad
IsA = As.

1.5. Cálculo vectorial y tensorial

En teoŕıa de campos se estudian los principales operadores diferenciales
que actúan sobre los campos escalares y vectoriales que son el gradiente,
la divergencia y el rotacional. Estos tres operadores tienen una definición
intŕınseca, independiente del sistema de referencia empleado, que presenta-
remos de la forma más directa posible. En la práctica, siempre utilizaremos
estos operadores con coordenadas cartesianas, ciĺındricas o esféricas, pues
su cálculo es muy sencillo. Como las operaciones intŕınsecas son válidas en
todos los sistemas de coordenadas, los resultados que se obtengan en siste-
mas cartesianos, si se pueden expresar en función de operaciones intŕınsecas,

1En realidad, los escalares y los vectores se pueden considerar como tensores de orden 0
y s1, respectivamente.
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serán válidos para cualquier sistema de referencia. Muchos más detalles pue-
den encontrarse en el texto [6].

El operador gradiente determina la parte lineal en una expansión en
serie de Taylor de un campo escalar, o vectorial, o de mayor orden. Para de-
sarrollar este concepto, consideremos una región Ω ⊂ Rd. En el caso escalar,
siendo ϕ : Ω → R un campo diferenciable en x ∈ Ω se tiene que

ϕ(x+ u) = ϕ(x) +∇ϕ(x) · u+O(|u|2) (1.73)

donde la notaciónO(|u|2) indica que los términos que siguen son del orden de
|u|2. Empleando el concepto de diferencial de una función , el gradiente
también se puede definir como aquel campo vectorial que satisface

df(x) = ∇f(x) · dx . (1.74)

Usando esta definición, resulta inmediato comprobar que el gradiente de un
campo escalar es un campo vectorial cuyas componentes en un sistema de
coordenadas cartesianas son:

{∇ϕ(x, y, z)} =


ϕ,x
ϕ,y
ϕ,z

 =


∂ϕ
∂x
∂ϕ
∂y
∂ϕ
∂z

 . (1.75)

En esta expresión, y más abajo, se utiliza la notación ϕ,x para indicar la

derivada parcial ∂ϕ∂x , y lo mismo para el resto de coordenadas.

De manera análoga, si v : Ω → V es un campo vectorial diferenciable,
también éste se puede expandir en serie de Taylor y la parte lineal se co-
rresponde con el gradiente. Usando la definición (1.74), el gradiente de un
campo vectorial es el campo tensorial que satisface

dv(x) = ∇v(x) dx . (1.76)

En coordenadas cartesianas este operador tiene por expresión:

[∇v(x, y, z)] =

 vx,x vx,y vx,z
vy,x vy,y vy,z
vz,x vz,y vz,z

 . (1.77)

El resto de operadores diferenciales (divergencia y rotacional) se pue-
den definir de manera intŕınseca a partir de conceptos integrales (flujos y
circulación) y encontrar a partir de éstos su relación con el gradiente. Al-
ternativamente, se pueden definir algebraicamente a partir de la definición
del gradiente y deducir sus propiedades integrales. Aqúı emplearemos el se-
gundo camino que, aunque menos intuitivo, es más directo y completamente
equivalente y se deja para cursos de teoŕıa de campos el camino integral.
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El operador divergencia de un campo vectorial v : Ω → V se define de
manera intŕınseca como

∇ · v = tr(∇v) , (1.78)

que en coordenadas cartesianas tiene por expresión

∇ · v = vx,x + vy,y + vz,z . (1.79)

Además, si T : Ω → V2 es un campo tensorial diferenciable su divergencia
es el campo vectorial uńıvocamente definido por la propiedad:

(∇ · T ) · a = ∇ · (T Ta) , (1.80)

siendo a un vector cualquiera en R3. En coordenadas cartesianas la diver-
gencia de un tensor tiene por componentes:

{
∇ · T

}
=


Txx,x + Txy,y + Txz,z
Tyx,x + Tyy,y + Tyz,z
Tzx,x + Tzy,y + Tzz,z

 . (1.81)

Por último, volviendo a emplear el campo vectorial u, su rotacional ∇×u
es el campo vectorial definido por

1

2
(∇× u)× v = (∇u)av , (1.82)

para todo vector v, siendo (∇u)a la parte hemisimétrica del gradiente de u.
En coordenadas cartesianas se verifica que:

∇× v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣ . (1.83)

El concepto de rotacional se puede extender a campos tensoriales y es que
dado un T : Ω → V2, se define su rotacional ∇ × T como el campo que
satisface

(∇× T )v = ∇× (T Tv) . (1.84)

Existen numerosas relaciones entre los operadores diferenciales y teore-
mas integrales que los emplean. En este curso utilizaremos tres: el teorema
de la divergencia, la fórmula de la integral por partes y el teorema de Stokes.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Gauss o de la divergencia). Sea Ω un sub-
conjunto de Rd y Γ su contorno. Si v es un campo vectorial diferenciable
definido en Ω se verifica que:∫

Ω
∇ · v dΩ =

∫
Γ
v · ndΓ , (1.85)

siendo n la normal saliente a Γ . Si T es un campo tensorial diferenciable
sobre Ω, entonces ∫

Ω
∇ · T dΩ =

∫
Γ
TndΓ , (1.86)
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El teorema de la divergencia se aplicará en numerosas ocasiones. Un
corolario del mismo es la expresión para la integral por partes: si ϕ es un
campo escalar, entonces∫

Ω
∇ · v ϕ dΩ =

∫
Γ
ϕv · ndΓ −

∫
Ω
v · ∇ϕ dΩ . (1.87)

En el caso tensorial, si T es un campo tensorial como anterioremente, en-
tonces ∫

Ω
(∇ · T ) · v dΩ =

∫
Γ
(Tn) · v dΓ −

∫
Ω
T : ∇v dΩ . (1.88)

El teorema de Stokes relaciona la circulación de un campo vectorial o
tensorial a lo largo de una curva cerrada con el flujo de su rotacional a traves
de una superficie que esté delimitada por dicha curva. Si denominamos Γ a
una curva cerrada y conexa y A una superficie cuya frontera es Γ y cuya
normal es n, entonces este teorema establece que∮

Γ
v · dx =

∫
A
∇× v · ndA , (1.89)

siendo v un campo vectorial arbitrario. El teorema de Stokes sigue siendo
válido si en lugar de este campo vectorial se emplea un campo tensorial.

1.6. Notación indicial

La notación empleada hasta ahora para trabajar con vectores y tensores
evita, en la major parte de las ocasiones, conocer y operar con las compo-
nentes individuales de cada uno de ellos. A veces, sin embargo, resulta útil
hacer referencia de forma expĺıcita a estas componentes y para ello existe
una notación que, aunque aparentemente algo más compleja que la utilizada
hasta el momento, facilita la demostración de algunas propiedades tensoria-
les y de ciertos teoremas. Esta notación, que ahora describimos, se conoce
como notación indicial o convenio de Einstein .

Empecemos recordando que dada una base de vectores ortonormales
B = {e1, e2, e3}, todo vector se puede expresar como una combinación lineal

v = v1e1 + v2e2 + v3e3 , (1.90)

expresión que se puede escribir de forma más compacta usando un sumatorio:

v =

3∑
p=1

vp ep . (1.91)

Como es tedioso tener que escribir constantemente el śımbolo de sumato-
rio e indicar sus ĺımites (siempre son los mismos) se adopta la siguiente
convención: en vez de las ecuaciones (1.90) ó (1.91) se escribe simplemente

v = vp ep . (1.92)
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En esta expresión, y en toda aquella en la que dos objetos que se multiplican
tengan un mismo ı́ndice repetido, se entenderá que vpep significa v1 e1 +
v2 e2 + v3 e3. En vez del sub́ındice p se podŕıa haber empleado cualquier
otro, y aśı

vp ep = vq eq = vi ei , (1.93)

por lo que el ı́ndice repetido se denomina mudo. De esta manera, usando no-
tación indicial, el producto escalar de dos vectores se escribiŕıa simplemente
como

a · b = ai bi . (1.94)

Dos vectores a y b son iguales si ap ep = bp ep. Esta igualdad se puede
reescribir como (ap− bp)ep = 0. Como los vectores de la base son linealmen-
te independientes, esta última expresión requiere que cada componente se
anule, es decir, ap − bp = 0, o de otra manera

ap = bp . (1.95)

De este simple ejemplo se deduce que cuando en una igualdad aparezca un
mismo ı́ndice en varios lugares, pero no multiplicándose, quiere decir que la
igualdad es válida cuando el ı́ndice toma el valor 1,2 ó 3. Un ı́ndice de este
tipo se denomina libre y puede intercambiarse por otra letra cualquiera,
siempre que no se emplee en otra parte de la igualdad. Por ejemplo, la
identidad (1.95) quiere expresar

a1 = b1 , a2 = b2 , a3 = b3 . (1.96)

Cuando se trabaja con tensores de segundo orden también se emplea una
base tensorial de nueve tensores:

{e1⊗e1, e1⊗e2, e1⊗e3, e2⊗e1, e2⊗e2, e2⊗e3, e3⊗e1, e3⊗e2, e3⊗e3} ,
(1.97)

y todo tensor T se puede escribir como combinación lineal de estos tensores
más simples, es decir,

T = T11e1 ⊗ e1 + T12e1 ⊗ e2 + T13e1 ⊗ e3 + T21e2 ⊗ e1 + . . . (1.98)

En este caso se observa aún más claramente que resulta muy tedioso escribir
y trabajar con las nueve componentes de un tensor. Se podŕıa escribir la
expresión previa como

T =
3∑
p=1

3∑
q=1

Tpq ep ⊗ eq , (1.99)

pero igual que con los vectores, se adopta la convención de que esta última
expresión se puede escribir simplemente como

T = Tpq ep ⊗ eq . (1.100)
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Como en el caso de los vectores, los ı́ndices repetidos cuyos objetos corres-
pondientes se multiplican expresan un sumatorio, con dicho ı́ndice tomando
valores 1, 2 y 3.

También como en el caso de los vectores, aquellos ı́ndices libres que apa-
recen repetidos en varios lugares de una igualdad, pero cuyas componentes
correspondientes no se multiplican indican que la igualdad es válida cuando
los ı́ndices toman valores 1,2 y 3. Aśı por ejemplo Tij +Rij = α quiere decir
que la suma de cualquier componente del tensor T de segundo order más la
misma componente del tensor de segundo orden R es igual a α.

Las consideraciones aqúı presentadas son válidas también para tensores
de mayor orden. Por ejemplo:

Aijkvj = Ai1kv1 +Ai2kv2 +Ai3kv3

SpqrTir = Spq1Ti1 + Spq2Ti2 + Spq3Ti3 .
(1.101)

El producto vectorial de dos vectores a y b se puede expresar en notación
indicial como

(a× b)i = εijkajbk , (1.102)

siendo εijk las componentes de un tensor de tercer orden, cuyo valor es

ε =


1 si (i, j, k) = (1, 2, 3) u otra combinación par

−1 si (i, j, k) = (2, 1, 3) u otra combinación par

0 si algún ı́ndice está repetido

(1.103)

y que se conoce como el tensor de permutación o de Levi-Civita. De
manera equivalente, el valor de εijk también se puede definir como

εijk = det[ei ej ek], (1.104)

es decir, como el determinante de una matriz cuyas columnas, o filas, son
las componentes de los vectores ei, ej , ek.

Este tensor satisface la identidad δ− ε que es muy útil para demostrar
algunos resultados en álgebra y cálculo tensorial, cuya expresión es

εijkεipq = δjpδkq − δjqδkp . (1.105)

La demostración de esta igualdad es como sigue. En primer lugar recordamos
que usando la definición del determinante, los tensores de permutación se
pueden calcular como

ϵijk =
∣∣ei ej ek

∣∣ , ϵipq =
∣∣ei ep eq

∣∣ . (1.106)

Usando las propiedades del determinante, y observando que el producto de
dos determinantes es el determinante del producto de los dos tensores, se
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sigue que

ϵijk ϵipq =
∣∣ei ej ek

∣∣T ∣∣ei ep eq
∣∣

=
∣∣∣[ei ej ek

]T [
ei ep eq

]∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
3 δip δiq
δji δjp δjp
δki δkp δkq

∣∣∣∣∣∣ .
(1.107)

Calculando el valor de dicho determinante expandiendo por los menores de
la fila primera, por ejemplo, se obtiene que

ϵijk ϵipq = 3 (δjpδkp − δkpδjq)− δip (δjiδkq − δjqδki) + δiq (δjiδkp − δkiδjp)

= δjpδkp − δjqδkp ,
(1.108)

que es la identidad ϵ− δ.

Notación indicial para los operadores diferenciales. Definimos la
notación ϕ,i para indica la derivada parcial de un campo escalar ϕ, es decir,

ϕ,i =
∂ϕ

∂xi
, (1.109)

y extendemos esta notación a los campos vectoriales y tensoriales, y a deri-
vadas de orden más alto. Si ϕ : R3 → R es un campo escalar, v : R3 → V es
un campo vectorial, y T : R3 → V2 es un campo tensorial, podemos expresar
sus operadores diferenciales de la siguiente manera

∇ϕ = ϕ,i ei ,

∇v = vi,j ei ⊗ ej ,
∇ · v = vi,i ,

∇ · T = Tij,j ei ,

∇× v = εijkvk,j ei ,

∇× T = εiklTlk,jei ⊗ el.

(1.110)

1.6.1. Aplicación: derivadas de los invariantes principales

Empleando notación indicial, vamos a demostrar que las derivadas de los
invariantes principales de un tensor F invertible son

∂I1
∂F

= I,
∂I2
∂F

= I1 I − F T ,
∂I3
∂F

= det(F )F−T . (1.111)

La primera identidad se demuestra como sigue:(
∂I1
∂F

)
ij

=

(
∂ tr(F )

∂F

)
ij

=
∂Fklδkl
∂Fij

= δikδjlδkl = δij = (I)ij . (1.112)
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Para demostrar la segunda identidad de (1.111), comenzamos calculando(
∂ tr(F 2)

∂F

)
ij

=
∂

∂Fij
(FklFlm) = δikδjlFlm + Fklδilδjm = 2Fji = 2(F T )ij .

(1.113)
Empleando este resultado y la derivada del invariante I1 podemos concluir
que(

∂I2
∂F

)
ij

=

(
∂

∂F

1

2
(I21 − tr(F 2))

)
ij

= I1δij −Fji =
(
I1I − F T

)
ij
. (1.114)

La tercera identidad de (1.111) es algo más compleja de demostrar. Para ello,
recordamos que, de acuerdo al teorema de Cayley-Hamilton, todo tensor F
satisface su propio polinomio caracteŕıstico. Utilizando el operador traza
sobre dicho polinomio se obtiene

tr(F 3)− I1 tr(F
2) + I2 tr(F )− I3 tr(I) = 0 , (1.115)

por lo que

I3 =
1

3
tr(F 3)− I1

3
tr(F 2) +

I2
3
tr(F ) . (1.116)

Las derivadas de tr(F ) y tr(F 2) ya están calculadas. Usando el mismo
razonamiento se puede comprobar que

∂ tr(F 3)

∂F
= 3(F T )2 , (1.117)

y por tanto
∂I3
∂F

F T = (F T )3 − I1(F
T )2 + I2F

T . (1.118)

Sumando y restando I3I en el término de la derecha de esta identidad y
empleando, otra vez, el teorema de Cayley-Hamilton para F T se demuestra
el resultado.

1.7. La transformada de Legendre

La transformada de Legendre es una operación muy utilizada en
mecánica para cambiar la expresión funcional de una relación constitutiva.
Como en termodinámica, esto se debe a que a menudo es conveniente cam-
biar las variables independientes que describen la respuesta de un material,
o el equilibrio [2, 1].

En primer lugar recordamos que una función convexa definida sobre
un conjunto Ω ⊂ Rd es aquella que satisface, para todo x, y ∈ Ω

f((1− α)x+ αy) ≤ (1− α)f(x) + αf(y) , α ∈ [0, 1] . (1.119)
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Si la desigualdad es estricta cuando α ∈ (0, 1) entonces se dice que la función
f es estrictamente convexa . Las funciones convexas gozan de numerosas
propiedades, muchas de ellas relacionadas con problemas de optimización
[? ], por lo que se emplean muy a menudo en la formulación de modelos
mecánicos. Dada una función convexa su transformada de Legendre f∗

es
f∗(y) = máx

x
(xy − f(x)) . (1.120)

La transformada f∗ se puede calcular de forma expĺıcita en muchas ocasiones
y también es una función convexa.

▷ Ejemplo 1.7.1. Calcular la transformada de Legendre de f(x) = k
2x

2.

Sea g(x, y) = xy − k
2x

2, el máximo de esta función para un y dado se

obtiene resolviendo g(x,y)
∂x = 0, que resulta x = y/k. Por ello,

f∗(y) = máx
x

g(x, y) = g(y/k, y) =
y2

2 k
. (1.121)

◁

La transformada de Legendre cuenta con numerosas propiedades que ha-
cen de ella una herramienta muy útil en matemática, f́ısica, termodinámica,
etc. Por ejemplo, si f : R → R es una función convexa y f∗ su transformada
de Legendre entonces se verifica que

y =
∂f

∂x
(x) ⇔ x =

∂f∗

∂y
(y). (1.122)

1.8. Cálculo variacional

Además del cálculo integral y diferencial, el cálculo de variaciones o
cálculo variacional resulta de gran utilidad para el desarrollo de la mecáni-
ca de medios continuos y, en especial, para la mecánica de sólidos. Este tipo
de cálculo sirve para identificar condiciones de estacionariedad (mı́nimos,
máximos o puntos de ensilladura) en funcionales diferenciables, es decir,
“funciones de funciones”.

Antes de comenzar el estudio de optimización de funcionales recogemos
un resultado preliminar que se usa en la demostración de teoremas, no sólo
en cálculo variacional y que se conoce con el nombre del lema fundamental
del cálculo variacional . Sea Ω un dominio en R3, ∂1Ω ⊆ ∂Ω y f : Ω → R
una función continua. Si∫

Ω
f(x) ϕ(x) dV

∫
∂1Ω

f(x) ϕ(x) dA = 0 (1.123)

para cualquier función ϕ : Ω → R, entonces f es identicamente nula en
Ω y en ∂1Ω. Este resultado se demuestra por contradicción. Supongamos
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que la identidad (1.123) se cumple, pero que f no sea idénticament nula.
Comenzamos demostrando que f es nula en el interior del dominio. Si no
lo fuera, es porque existe un subdominio ω ⊂ Ω donde f es, por ejemplo,
positiva (la demostración es idéntica si f fuera negativa en ω). Entonces,
bastaŕıa con escoger ϕ = f en ω y cero en el resto de Ω, y también en ∂Ω
para obtener ∫

Ω
f(x) ϕ(x) dV =

∫
Ω
f2(x) dV > 0 , (1.124)

contradiciendo la hipótesis (1.123). Una vez que se ha concluido que la fun-
ción es nula en el interior, por continuidad también ha de serlo en todos los
puntos del contorno. La demostración de este resultado para funciones que
no son continuas sino que pertenecen a espacios funcionales más grandes se
puede encontrar en la bibliograf́ıa especializada [3]. En estos apuntes, sin
embargo, supondremos siempre que los campos son diferenciables aśı que la
hipótesis de continuidad es adecuada.

Obsérvese que de manera sencilla se puede extender el resultado anterior
a campos vectoriales y tensoriales.

Si F es un espacio vectorial de funciones, un funcional es una aplicación
I : F → R. Por ejemplo, si F es el espacio de funciones reales de variable
real definidas en [0, 1], el funcional I[u] =

∫ 1
0 u dx calcula el área (con signo)

bajo la función u ∈ F . Otros funcionales calculan distancia, tiempo, inercia,
enerǵıa, etc.

Si I : F → R es un funcional que posee un mı́nimo en v̄, entonces
I[v̄] ≤ I[v] para cualquier v ∈ F . Además, si este funcional es diferenciable,
entonces

d

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

I[v̄ + ϵu] = 0 , (1.125)

para cualquier u ∈ F 2. Esta condición, que debe de evaluarse para cada
funcional I, da lugar a una ecuación diferencial llamada la ecuación de
Euler-Lagrange del funcional, que caracteriza su punto estacionario.

▷ Ejemplo 1.8.1. Si F es el espacio (af́ın) de todas la funciones v diferen-
ciables en [0, 1] tales que v(0) = 0, v(1) = 1, encontrar la que minimiza el
funcional

I[v] =

∫ 1

0

(
1

2
(v′)2 − v

)
dx

Si u es una función tal que u(0) = u(1) = 0 entonces

0 =
d

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

I[v + ϵu] =

∫ 1

0

(
v′ u′ − u

)
dx .

2Si F es un espacio af́ın sobre el espacio vectorial G, entonces I : F → R es mı́nimo si
la ecuación (1.125) se cumple para todo u ∈ G.
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Integrando por partes se obtiene

0 =

∫ 1

0

(
−v′′ − 1

)
udx ,

identidad que sólo se cumple para todo u si el integrando es nulo, es decir,

−v′′ = 1 .

Resolviendo esta ecuación diferencial, y utilizando las condiciones de con-
torno, se concluye que

v(x) = −x
2

2
+

3

2
x .

◁

▷ Ejemplo 1.8.2. Una bola se encuentra a una altura H y se desea colocar
un tobogán de forma que ésta descienda en el mı́nimo tiempo posible hasta
un punto a distancia L sobre el suelo. Determinar la ecuación de la curva
que une los dos puntos.

El tiempo que tarda la bola en llegar al suelo desde la posición inicial
se puede calcular empleando la ecuación de la conservación de la enerǵıa y
resulta

T [y] =

∫ L

0

√
1 + (y′(x))2

H − y
,

siendo y : [0, L] → R una función que satisface y(0) = H, y(L) = 0. La
ecuación de Euler-Lagrange para este funcional es

1 + (y′(x))2

2g(x)y2(x)
+

d

dx

y′(x)

g(x) y(x)

con g(x) = (−1− (y′(x))2)1/2. ◁

1.9. Linealización

En la mecánica de medios continuos, aśı como en muchas otras ramas de
la ciencia, aparecen ecuaciones no lineales que representan el comportamien-
to de un sistema f́ısico que se desea estudiar. Precisamente debido a esta no
linelidad, dichas ecuaciones son muy complejas de resolver. Sin embargo, a
menudo no es necesario obtener su solución completa y bastaŕıa con conocer
su solución en un rango pequeño de aplicación. La linealización de una
ecuación no lineal consiste en su aproximación por otra, esta última af́ın,
mucho más sencilla pero que pueder ser válida para un cierto rango.
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De manera abstracta, sea f : R → R una función diferenciable y x̄ ∈ R.
Entonces, por el teorema de Taylor,

f(x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) +O(|x− x̄|2) . (1.126)

La linealización de la función f alrededor del punto x̄ es simplemente la
parte af́ın de su expansión en serie de Taylor, es decir,

Lin[f ](u) = f(x̄) + f ′(x̄)u (1.127)

donde u sustituye al incremento x− x̄.

▷ Ejemplo 1.9.1. La linealización de la función f(x) = exp(x) en x = 1 es

Lin[exp](u) = exp(1) + exp(1)u .

◁

La linealización de funciones no se limita al caso escalar. Si f : Rn → Rn
es una función diferenciable, entonces su linealización en x̄ ∈ Rn es

Lin[f ](x̄)u = f(x̄) +Df u , (1.128)

siendo Df la llamada matriz tangente de la función f , cuyas componentes
son

(Df)ij =
∂fi
∂xj

(x̄) . (1.129)

▷ Ejemplo 1.9.2. Sea f : R2 → R2 la función definida en coordenadas
cartesianas como

{f(x, y)} =

{
x+ sin(x+ y)

y + xy

}
.

Su linealización en el punto (x̄, ȳ) = (1, 2) es la función af́ın

Lin[f ](1, 2)

{
ux
uy

}
=

{
1 + sin(3)

4

}
+

[
1 + cos 3 cos(3)

2 2

]{
ux
uy

}
.

◁
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Resumen de fórmulas importantes

Matriz de cambio de base Aij = ei · e′j
Cambio de base de vector {v}B = [A]{v}B′

Cambio de base de tensor {T }B = [A]{T }B′ [A]T

Tensor hemisimétrico asociado v̂a = v × a

Producto diádico (a⊗ b)c = (b · c)a

Invariantes principales I1(F ) = tr(F )

I2(F ) = 1
2(I

2
1 − tr(F 2)

I3(F ) = detF

Derivadas de los invariantes ∂I1
∂F = I

∂I2
∂F = I1I − F T

∂I3
∂F = det(F )F−T

Producto vectorial a× b = ϵijk ai bj ek

Gradiente (cartesianas) ∇xf = f,i ei

Gradiente (cartesianas) ∇xv = vi,j ei ⊗ ej

Divergencia (cartesianas) ∇x·v = vi,i

Divergencia (cartesianas) ∇x·T = Tij,j ei

Rotacional (cartesianas) ∇x×v = ϵijk vj,i ek

Igualdad δ − ϵ ϵijk ϵipq = δjp δkq − δjq δkp
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Problemas

Problema 1.1. Sean ϕ,v,A, respectivamente, un campo escalar, uno vec-
torial y uno tensorial, calcular

i) ∇ · (ϕv) ii) ∇(ϕv) iii) ∇ · (ϕA) iv) ∇ · (Av)

Problema 1.2. Si u es un vector unitario y a un vector cualquiera, demos-
trar que

u× (a× u) = Pa,

siendo P un tensor de segundo orden simétrico de expresión P = I−u⊗u.
A continuación, demostrar que P es una proyección, es decir, que PP = P .
En ambas demostraciones sólo se pueden emplear operaciones y propiedades
intŕınsecas, es decir, evitando en todo momento el uso de componentes.

Problema 1.3. Se consideran dos bases de R3, a saber, B = {e1, e2, e3} y
B̃ = {ẽ1, ẽ2, ẽ3} verificándose

ẽ1 =
e1 +

√
3 e2

2
, ẽ2 =

e2 −
√
3 e1

2
, ẽ3 = e3 .

a) Calcular la matriz de cambio de base.

b) Sea el tensor T con matriz en la base B:

[T ]B =

1 2 3
4 5 6
7 8 9


B

,

calcular la expresión matricial de este tensor en la base B̃.

c) Comprobar que los tres invariantes principales de T coinciden cuando
se calculan a partir de sus expresiones matriciales en las dos bases
consideradas.

Problema 1.4. Un campo de velocidades tiene por expresión en coordena-
das cartesianas:

v(x1, x2, x3) = 2x21e1 + (x22 − x1x3)e2 + x2x3e3.

Se pide:

a) Calcular las componentes del campo v en coordenadas ciĺındricas.

b) Comprobar que la divergencia de v en el punto (x1, x2, x3) = (1, 1, 1)
tiene el mismo valor en los dos sistemas de coordenadas empleados.
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c) Calcular el gradiente de v en coordenadas ciĺındricas en el punto
(r, θ, z) = (1, 0, 1) de dos maneras distintas: a) usando la expresión
del gradiente en estas coordenadas, b) calculando el gradiente en coor-
denadas cartesianas y efectuando un cambio de coordenadas del tensor
resultante.

Problema 1.5. Para cualquier tensor T de segundo orden, demuestra las
siguientes relaciones utilizando únicamente operaciones intŕınsecas:

a) I : T = tr[T ], b) T esf : T des = 0 , c) T s : T a = 0 .

Problema 1.6. Los vectors a y b tienen las siguientes componentes en una
base cartesiana

a =


−1
2
0

 b =


2
0
1

 .

Se considera ahora la base B̃ = {e1, e2, e3} con

e1 =
1√
2
(i− j) , e2 =

1√
2
(i+ j) , e3 = k .

a) Calcular la matriz de cambio de base.

b) Calcular las componentes de a y b en la base B̃

c) Comprobar que el producto escalar a · b es el mismo en las dos bases
consideradas.

Problema 1.7. Comprueba que, para cualquier campo escalar ϕ : Ω → R,

∇×∇ϕ = 0.

Problema 1.8. Demuestra las identidades

a) A : (BC) = (BTA) : C b) A : a⊗ b = (Ab) · a .

siendo A,B,C tensores de segundo orden y a, b, vectores.

Problema 1.9. Sea S un tensor de orden dos. Demuestra que:

a) Si S es simétrico, definido positivo sus autovalores son positivos.

b) Si S es simétrico, semi-definido positivo sus autovalores son no nega-
tivos.

c) Si S es regular, todos sus autovalores son no nulos.

d) Si S es antisimétrico, al menos un autovalor es nulo.
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e) Si S es una rotación, pero no es el tensor identidad, tiene un autovalor
real y dos complejos.

Problema 1.10. Si desv[ ] es la operación que obtiene la parte desviadora
de un tensor, demuestra la identidad:

desv[(I ⊗ I)A] = 0 .

Problema 1.11. Si a, b son dos vectores cualesquiera y a = axial[A], b =
axial[B] comprueba que

A : B = 2a · b .

Problema 1.12. Demuestra las identidades

a) ∇ · (Tv) = (∇ · T T ) · v + T T : ∇v . b) ∇(a× r) = â ,

siendo T un campo tensorial, v un campo vectorial, a un vector constante
y r =

∑3
i xi ei.

Problema 1.13. Empleando el teorema de Gauss para campos vectoriales
(la identidad (1.85)), demuestra dicho teorema para campos tensoriales (la
identidad (1.86)), la expresión vectorial de la fórmula de la integral por
partes (la identidad (1.87)) y su correspondiente versión tensorial (1.88).

Problema 1.14. Si R ⊂ R3, demuestra, usando la fórmula de la integral
por partes y el resultado del problema 1.11∫

∂R
r × (An) dA =

∫
R
(r × (∇ ·A) + 2 axial[Aa]) dV , (1.130)

siendo A un campo tensorial, r =
∑3

i xi ei, y n la normal saliente al con-
torno ∂R.

Problema 1.15. Demuestra, a partir de la definición intŕınseca de la fun-
ción determinante,

det(AB) = det(A) det(B)

Problema 1.16. Si a es un vector cualquiera y u un vector unitario, de-
muestra

a = (a · u)u− (a× u)× u .

Problema 1.17. Si f : R → R es una función convexa y f∗ su transformada
de Legendre, demuestra que para cualquier pareja x, y ∈ R,

f(x) + f∗(y) ≥ xy .

Problema 1.18. Calcula la transformada de Legendre de

a) f(x) =
1

2
kx2, b) g(x) = ex.



34 Mecánica de medios continuos I. Romero

Problema 1.19. Siendo a y b dos vectores cualesquiera, demostrar la si-
guinte identidad empleando notación indicial

|a× b|2 + |a · b|2 = |a|2 |b|2 .

Problema 1.20. Demuestra las siguientes identidades usando notación in-
dicial:

a) ∇× (∇ϕ) = 0, para toda función escalar ϕ.

b) ∇ · (∇× a) = 0, para todo campo vectorial a.

c) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c, siendo a, b, c vectores.

d) a⊗ a : â = 0, para cualquier vector a.

e) n⊗ n− n̂n̂ = I, siendo n un vector unitario.

Problema 1.21. Sea y : [a, b] → R una curva cualquiera en el plano con
extremos (a,A) y (b, B). Demostrar, usando cálculo variacional, que la curva
que conecta estos dos puntos y que tiene menor longitud

ℓ =

∫ b

a

√
1 + |y′(x)|2 dx

es una ĺınea recta.

Problema 1.22. Demostrar el teorema de la divergencia para tensores de
orden tres: Si T es un tensor de orden tres, entonces, para cualquier región
R ⊂ R3, ∫

R
∇ · T dV =

∫
∂R
TndA ,

siendo n el vector unitario normal al contorno de R en cada uno de sus
puntos. Emplear este teorema para demostrar que si v es un campo vectorial
definido en R entonces ∫

R
∇v dV =

∫
∂R
v ⊗ ndA .

Problema 1.23. Sean a, b dos vectores y f la función f : R3 → R3 definida
por

f(v) = (a · v)b+ b× v .

a) Comprobar que la función f es lineal.

b) Encontrar la expresión del tensor T tal que Tv = f(v).
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Problema 1.24. Sea T un campo de tensores definido en Ω ⊂ R3 que
verifica ∇ ·T = 0 en Ω y Tn = t en el contorno ∂Ω. Demostrar, empleando
el teorema de Gauss, que

T̄ =
1

|Ω|

∫
Ω
T dV =

1

|Ω|

∫
∂Ω
t⊗ ndA .

(Ayuda: usar el teorema de Gauss para el tensor S = T (x · a), siendo a un
vector constante y x el vector de posición del punto.

Problema 1.25. Sea u un campo vectorial definido en Ω ⊂ R3 y ε = ∇su.
Demostrar que

ε̄ =
1

|Ω|

∫
Ω
εdV =

1

|Ω|

∫
∂Ω

(u⊗ n)s dA ,

donde n es el vector unitario saliente del contorno ∂Ω. (Ayuda: usar el
teorema de Gauss para el tensor u⊗ a, siendo a un vector constante).

Problema 1.26. Demuestra que si S es un tensor simétrico de segundo
orden con autovalores y autovectores (λi,vi) su parte desviadora

D = S − tr[S]

3
I

tiene los mismos autovectores. Encuentra, además, la expresión de los auto-
valores correspondientes.

Problema 1.27. Demostrar quu si R es un tensor de rotación y a, b son
dos vectores cualesquiera, entonces

(Ra)× (Rb) = R(a× b).

Problema 1.28. Sean A y B dos tensores de segundo orden arbitrarios
definimos su producto vectorial como el tensor C = A×B con expresión

C = ϵijk ϵlmnAilBjm ek ⊗ en .

Demostrar que el tensor adjunto adj(F ) = det(F )F−T de un tensor F de
segundo orden se puede calcular como

adj(F ) =
1

2
F × F .

Nótese que esta definición del tensor adjunto no emplea el tensor inverso
con lo cual es válida incluso cuando el tensor F sea singular.
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Caṕıtulo 2

Cinemática de medios
continuos

Este caṕıtulo trata de la descripción de los movimientos de los cuerpos
continuos. El punto de vista que se adopta en la Mecánica de Medios Conti-
nuos es el de estudiar estos movimientos en su mayor generalidad posible, sin
restricciones en relación a su tamaño. Si bien hay teoŕıas muy útiles que son
válidas para pequeñas deformaciones, por ejemplo la de elasticidad clásica
o estructuras [2], su aplicación es más limitada con lo que el objetivo de la
Mecánica de Medios Continuos, aunque ambicioso, permite estudiar muchos
mas problemas y tipos de cuerpos.

El punto de partida para esta descripción es la definición precisa de lo que
se entiende por “cuerpo continuo” desde el punto de vista matemático. Este
formalismo ha permitido describir de forma unificada una gran cantidad de
cuerpos f́ısicos de gran utilidad en ingenieŕıa y se discute en la introducción.

Los conceptos de la cinemática pertenecen fundamentalmente a la geo-
metŕıa, y más concretamente a la geometŕıa diferencial [1]. La metodoloǵıa
y el formalismo presentados en este caṕıtulo permitirán describir de forma
cuantitativa no sólo los movimientos de los sólidos deformables sino también
sus deformaciones locales. Esta generalidad permitirá, cuando se estudie las
leyes de balance y los modelos constitutivos, plantear completamente las
ecuaciones que rigen el movimiento de una gran variedad de cuerpos defor-
mables.

2.1. Los cuerpos continuos y sus configuraciones

La Mecánica de Medios Continuos tiene como objeto último el estudio
matemático de problemas mecánicos que involucran cuerpos f́ısicos. Para
poder describir matemáticamente dichos cuerpos es necesario definir de for-
ma precisa qué se entiende por “cuerpo” y delimitar cuáles son los cuerpos
que pueden ser estudiados en esta disciplina.

37
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B

B1

χ1

B2

χ2 B3

χ3

Figura 2.1: Un cuerpo continuo y algunas de sus posibles configuraciones.

Los cuerpos f́ısicos están formados por moléculas y estas por átomos. Si
se observa un cuerpo cualquiera, sólido o ĺıquido, a través de un microscopio
potente se aprecia que los átomos se encuentran separados unos de otros.
De manera informal se podŕıa decir que, vistos de cerca, los cuerpos f́ısicos
se asemejan conjuntos de bolas que se disponen de manera más o menos
regular, pero espaciada. En otras palabras, a nivel atómico, la materia es
discontinua. Sin embargo, si se observa un cuerpo a simple vista, o con
un microscopio menos potente, parece sin embargo que la materia que lo
conforma es continua.

Aunque sabemos que la materia no es continua, podemos suponer, para
su estudio, que lo es. Esto es claramente una aproximación, pero si los proble-
mas que interesa analizar involucran cuerpos cuyas dimensiones son mucho
mayores que los átomos, la aproximación es muy buena. Esta aproximación
es la hipótesis de partida de la Mecánica de Medios Continuos. Resulta enor-
memente útil pues permite resolver (aproximadamente) un gran número de
problemas prácticos apoyándose en herramientas de cálculo integral y dife-
rencial. Hay que resaltar otra vez que se trata de una aproximación muy
buena para problemas cotidianos pero deja de ser válida a escala atómica.

Matemáticamente un cuerpo continuo se define como un conjunto B
de part́ıculas, denominadas P1, P2, . . ., con una propiedad especial: existe un
conjunto de aplicaciones biyectivas y diferenciables K = {χα} que transfor-
man B en conjuntos abiertos de R3. Es decir, para toda part́ıcula P ∈ B

x = χ(P ) ∈ R3, χ(B) = O ⊆ R3, abierto , y χ−1(O) = B , (2.1)

y además, para dos aplicaciones cualesquiera χ1,χ2 ∈ K la composición

φ12 : χ1(B) ⊆ R3 → χ2(B) ⊆ R3 , φ12 = χ2 ◦ χ−1
1 (2.2)
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es diferenciable. Cada una de estas infinitas aplicaciones χ se llama una
configuración .

La definición anterior quiere indicar que cada part́ıcula del cuerpo se
puede asociar a un punto de O, un subconjunto de R3, y viceversa. Como
R3 no tiene “agujeros” (es continuo), la definición anterior implica la conti-
nuidad de la materia que constituye B, como indica la hipótesis fundamental
de la Mecánica de Medios Continuos.

En la definición anterior se indica claramente que existe un número in-
finito de configuraciones posibles para el cuerpo B. De entre todas ellas,
elegimos una que llamamos χref y la denominamos la configuración de
referencia . Esta configuración se llama aśı porque va a permitir referen-
ciar cómodamente cada part́ıcula P ∈ B como se indica a continuación:
es incómodo denominar P1, P2, P3, . . . a cada part́ıcula del cuerpo B. Sin
embargo, la configuración de referencia define una relación biuńıvoca en-
tre las part́ıculas del cuerpo y los puntos de un cierto conjunto abierto
Bref := χref (B) ⊆ R3. Por ello, dado un sistema de coordenadas cualquie-
ra para R3, a cada part́ıcula P del cuerpo le corresponde un único tŕıo de
coordenadas (X1, X2, X3), y viceversa. Aunque son cosas distintas, se pue-
den identificar part́ıculas del cuerpo con puntos de Bref ∈ R3. Cada terna
(X1, X2, X3) es, en cierto modo, el “nombre” de un part́ıcula P del cuerpo
y se llaman las coordenadas materiales del punto P . Aunque la configu-
ración de referencia puede ser cualquiera, resulta conveniente emplear como
tal la correspondiente al cuerpo sin deformar, la llamada configuración
indeformada .

El problema básico de la Mecánica de Medios Continuos consiste en es-
tudiar las causas y los efectos que hacen que un cuerpo cuya configuración
de referencia es χref se transforme hasta situarse en una configuración de-
formada χdef . Por ejemplo, una cuerda sujeta entre dos puntos tiene una
configuración de referencia tal que Bref = χref (B) que coincide con una
recta entre los dos puntos que la sujetan y una configuración deformada tal
que Bdef = χdef (B) es una cicloide que pasa por dicho puntos.

Para concluir esta sección indicamos que es corriente utilizar la expre-
sión “configuración” para referirse al conjunto imagen de una de ellas, es
decir, χ(B). Siendo conscientes de ello, su uso está tan extendido que no se
considera incorrecto.

2.2. El campo de deformación de un medio conti-
nuo

La configuraciones de referencia y deformada definen un aplicación entre
Bref y Bdef que se denomina deformación :

φ : Bref → Bdef , φ := χdef ◦ χ−1
ref . (2.3)
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B

Bref

χref

Bdef

χdef

ϕ

Figura 2.2: El campo de deformación de un medio continuo.

La deformación es una función que opera entre conjuntos de R3 y es muy útil,
pues hace innecesario referirse constantemente al cuerpo f́ısico B. De hecho,
aunque hayamos definido previamente el concepto de cuerpo y de configu-
raciones, la deformación es el concepto más importante para el tratamiento
matemático de la cinemática de medios continuos. A partir de ahora no vol-
veremos a emplear configuraciones ni conjuntos abstractos de puntos sino
subconjuntos de R3 y aplicaciones entre ellos, es decir, deformaciones. Es
sobre estas últimas sobre las que podemos aplicar el cálculo diferencial e
integral usual, pues es simplemente el cálculo en R3.

Un punto genérico en la configuración de referencia se conoce con el
nombre de part́ıcula y se indica con el śımbolo X; sus coordenadas, como
se indicó en la sección 2.2, son la terna (X1, X2, X3). De manera análoga, un
punto genérico en la configuración deformada se conoce como una posición
y se indicará como x; sus coordendas en el espacio serán la terna (x1, x2, x3).
Aśı pues se tiene que la deformación es la aplicación que satisface

x = φ(X) , X ∈ Bref (2.4)

o empleando notación indicial

xi = φi(X1, X2, X3) , i = 1, 2, 3 . (2.5)

Nótese que estas dos últimas expresiones son válidas para cualquier sistema
de coordenadas en Bref y Bdef ; no hay ninguna razón además por la que
estos sistemas de coordenadas tengan que ser iguales.

Como los sistemas de coordenadas en las dos configuraciones pueden ser
distintos, llamaremos a sus bases, respectivamente, {EI} y {ei}. Aśı, un
vector en la configuración de referencia y otro en la configuración actual
siempre se escribirán, respectivamente, como

a =

dim∑
i=1

aI EI , b =

dim∑
i=1

vi ei . (2.6)
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La deformación es el objeto cinemático fundamental pues proporciona la
posición de cada part́ıcula de cuerpo (identificada con su posición en Bref ).
En la mayoŕıa de los problemas mecánicos esta función no se conoce y la
resolución de dicho problema consiste en hallar dicha función a partir de las
fuerzas exteriores aplicadas. En este caṕıtulo, sin embargo, supondremos que
φ es conocida y deduciremos a partir de ella otras cantidades cinemáticas
de interés.

Las funciones φ que definen los campos de deformación de los medios
continuos pueden ser muy variadas, pero existen varias restricciones que han
de cumplir. En primer lugar, como composición de dos configuraciones, han
de ser funciones diferenciables. En segundo lugar han de ser inyectivas. Esto
quiere decir que si X e Y son dos puntos distintos del interior de Bref ,
entonces φ(X) ̸= φ(Y ). Lo que indica esta condición es que dos puntos
no pueden deformarse de forma que acaben en la misma posición pues la
materia es siempre impenetrable.

En algunos casos resulta útil referirse también al campo de desplaza-
mientos, especialmente para la teoŕıa de deformaciones infinitesimales. Pa-
ra introducir correctamente este concepto necesitamos primero definir una
operación que lleve vectores de la configuración de referencia al espacio f́ısi-
co. Esta operación, que llamamos transporte , se denomina Σ y se define,
para cualquier vector v = vA EA de la siguiente manera:

Σv = ΣvA EA = vA eA . (2.7)

Ahora, empleando este operador se puede definir el campo de desplazamien-
tos como

u(x) := φ(x)−Σφ−1(x) = x−ΣX . (2.8)

La interpretación geométrica de este campo es que representa el vector que
une las posiciones sin deformar y deformada de cada part́ıcula, cuando ambas
posiciones pertenecen a un mismo espacio.

2.2.1. Operadores diferenciales en las dos configuraciones

En toda la Mecánica de Medios Continuos se trabaja con campos defi-
nidos en la configuración de referencia, en la configuración deformada y, en
algún caso, con tensores de dos puntos. Los objetos definidos en la configu-
ración de referencia se denominan convectivos; los definidos en la configu-
ración deformada, espaciales. Estas denominaciones no son universales y
pueden cambiar según los libros. Como las coordenadas en la configuración
de referencia y la deformada son distintas, cuando se define un operador
diferencial es necesario especificar qué espacio es el que se usa.

Sobre un campo convectivo, por ejemplo una función G : Bref → R, un
campo vectorial v : Bref → R3, o un campo tensorial T : Bref → R3×3 se
pueden definir operadores diferenciales que se denominan operadores mate-
riales y se denotan como ∇X ,∇X ·,∇X×. Por ejemplo, el operador gradiente
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del campo escalar G y del campo vectorial v, si las coordenadas en Bref
fueran cartesianas, tendŕıan expresión:

∇Xf(X) =
∂f

∂Xi
(X) Ei ,

∇Xv(X) =
∂vi
∂Xj

(X) Ei ⊗Ej .
(2.9)

De manera análoga, las divergencias materiales de este campo vectorial y
campo tensorial son

∇X ·v(X) =
∂vi
∂Xi

(X) .

∇X ·T (X) =
∂Tij
∂Xj

(X) Ei ,
(2.10)

Sobre objetos espaciales también se pueden definir operadores diferen-
ciales que tambien se llaman espaciales usando el śımbolo ∇x. Como antes,
si hay una función G : Bdef → R, un campo vectorial v : Bdef → R3,
o un campo tensorial T : Bdef → R3×3, se definen, usando coordenadas
cartesianas,

∇xf(x) =
∂f

∂xi
(x) ei ,

∇xv(x) =
∂vi
∂xj

(x) ei ⊗ ej ,

∇x·v(x) =
∂vi
∂xi

(x) ,

∇x·T (x) =
∂Tij
∂xj

(x) ei ,

(2.11)

Como la deformación φ relaciona puntos en Bref y Bdef , los operado-
res diferenciales materiales y espaciales en puntos correspondientes están
también relacionados. Por ejemplo, consideremos un función g : Bdef → R
diferenciable y definamos G : Bref → R como

G = g ◦φ , (2.12)

o lo que es lo mismo, G(X) = g(φ(X)). Entonces se cumple que

∇XG(X) = (
∂g

∂xj
◦φ) ∂φj

∂XA
EA = F T (∇xg ◦φ) , (2.13)

siendo F el tensor con componentes FjA =
∂φj

∂XA
(veáse la sección 2.3). Se

pueden construir relaciones entre los distintos operadores en las dos confi-
guraciones de manera análoga, sin más que emplear la regla de la cadena.
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Figura 2.3: Interpretación geométrica del gradiente de deformación.

2.3. El gradiente de deformación

El primer objeto derivado de la deformación es el gradiente de defor-
mación , un tensor de segundo orden, de dos puntos, definido como

F (X) = ∇Xφ(X) =
∂φ(X)

∂X
=

∂φi
∂XA

(X) ei ⊗EA = FiA(X) ei ⊗EA .

(2.14)
Este objeto define la relación entre elementos diferenciales de la configura-
ción sin deformar y los de la deformada, es decir, es un tensor de dos puntos.
Más concretamente, si dX es un vector diferencial situado en el puntoX de
la configuración de referencia y dx es el vector que resulta de la deformación
de dX se cumple que

dx = F (X) dX . (2.15)

La figura 2.3 ilustra esta interpretación geométrica.

Para demostrar que en efecto el gradiente de deformación es el reponsa-
ble de la transformación de vectores diferenciales entre la configuración de
referencia y la deformada, considérense dos puntos X y Y muy próximos
en la configuración de referencia tal que Y =X +dX. Después de la defor-
mación φ, estos dos puntos ocupan las posiciones x = φ(X) e y = φ(Y ).
Si llamamos dx al vector dX deformado que va de x a y se tiene que,
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utilizando un desarrollo en serie

dx = y − x
= φ(Y )−φ(X)

= φ(X + dX)−φ(X)

= φ(X) +
∂φ(X)

∂X
dX +O(|dX|2)−φ(X)

= F (X)dX.

(2.16)

▷ Ejemplo 2.3.1. Considérese la deformación de un cuerpo sólido que ocu-
pa, en su configuración de referencia, el cubo (0, 1)×(0, 1)×(0, 1). El cuerpo
se encuentra deformado con una función de deformación φ que transforma
coordenadas cartesianas XA en la configuración de referencia a coordenadas
cartesianas en la configuración deformada con expresiones

x1 = X1 + γX2, x2 = X2, x3 = X3 .

La representación matricial del gradiente de deformación en la base {ei⊗Ej}
es

[F (X)] =

1 γ 0
0 1 0
0 0 1


Su representación intŕınseca es:

F = e1 ⊗E1 + γ e1 ⊗E2 + e2 ⊗E2 + e3 ⊗E3 . (2.17)

◁

▷ Ejemplo 2.3.2. Considerar ahora la deformación del mismo cuerpo pero
con otra deformación φ que se expresa ahora en función de las coordena-
das cartesianas XA en la configuración de referencia y da el valor de las
coordenadas ciĺındricas en la configuración deformada

r = X1 +X2 + αX3, θ = βX1 + αX3, z = αX1 − βX3.

La matriz del tensor de dos puntos F es ahora

[F (X)] =

1 1 α
β 0 α
α 0 −β


cuya expresión tensorial es

F (X) = er⊗E1+er⊗E2+αer⊗E3+βeθ⊗E1+αeθ⊗E3+αez⊗E1−βez⊗E3.

◁
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2.4. Descomposición polar del gradiente de defor-
maciones

El gradiente de deformaciones, al derivar de una función inyectiva, siem-
pre es invertible y se demostrará más tarde que su determinante es positivo
siempre. Tomando por el momento este resultado como válido se sigue del
teorema de la descomposición polar que el tensor F siempre se puede des-
componer de la forma:

F = RU = V R , (2.18)

siendo R un tensor de rotación y U ,V dos tensores simétricos, definidos
positivos. El tensor R se denomina el tensor de rotación y los tensores
U ,V , son los tensores de alargamiento derecho e izquierdo, respecti-
vamente.

La acción del tensor R sobre un vector diferencial consiste en rotarlo, sin
modificar su magnitud. Por contra, tanto U como V actúan sobre vectores
diferenciales deformándolos. De la expresión (2.18) se sigue que, en general,
el gradiente deformación F consta de una deformación U y una rotación
posterior R, o equivalentemente, de una rotación R y una deformación pos-
terior V .

Es ilustrativo tener en cuenta a qué espacio pertence el resultado de
operar F ,R,U y V sobre un vector. El gradiente de deformación es un
tensor de dos puntos y según el teorema de la descomposición polar

U =
√
F TF = Uij Ei ⊗Ej ,

V =
√
FF T = Vij ei ⊗ ej .

(2.19)

Por ello, el tensor de rotación es

R = FUT = Rij ei ⊗Ej . (2.20)

De este razonamiento se concluye que el tensor de rotación es un tensor
de dos puntos que transforma vectores desde la configuración de referencia
hasta la configuración actual, el tensor U opera sobre vectores en la confi-
guración de referencia y los tranforma en otros de ese mismo espacio y el
tensor V opera con y hacia vectores en la configuración deformada.

Como los tensores de alargamiento son simétricos tienen siempre tres
autovalores reales que se denominan los alargamientos principales y los
denotaremos λ1, λ2, λ3. Como además estos tensores son definidos positivos,
los tres autovalores serán siempre positivos.

▷ Ejemplo 2.4.1. Para hallar los alargamientos principales correspondien-
tes a la deformación (2.3.1) se calculan los autovalores λ2i del tensor

[C] = [F TF ] =

1 γ 0
γ 1 + γ2 0
0 0 1

 , (2.21)
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que son:

λ21 = 1, λ22 =
1

2
(2+γ2−γ

√
4 + γ2), λ23 =

1

2
(2+γ2+γ

√
4 + γ2). (2.22)

Los alargamientos principales son sencillamente las ráıces cuadradas positi-
vas de los autovalores (2.22).

◁

2.5. Medidas locales de deformación

Además del gradiente de deformación y de los tensores de alargamien-
to existen otras muchas medidas locales de deformación que se emplean en
Mecánica de Medios Continuos. Aunque como ya se ha explicado el gradien-
te de deformación contiene toda la información sobre la deformación local de
un cuerpo hay ocasiones en las que otras medidas proporcionan información
espećıfica más conveniente o necesaria. Ya hemos visto, por ejemplo, como
los tensores de alargamiento sirven para identificar los alargamientos princi-
pales, que contienen información muy interesante, como ya se verá. Existen
además tensores de deformación, como el tensor de Green-Lagrange, que se
emplean comúnmente para la definición de modelos constitutivos como se
explicará en el caṕıtulo correspondiente.

El tensor derecho de Cauchy-Green es un tensor de segundo orden
definido como

C = F TF = Cij Ei ⊗Ej . (2.23)

De su definición se sigue que es un tensor simétrico, definido positivo. Más
aún, empleando la descomposición polar del gradiente de deformaciones es
inmediato verificar que

C = U2 . (2.24)

La descomposición espectral del tensor (derecho) de Cauchy-Green se
puede obtener inmediatamente a partir de la del tensor (derecho) de alarga-
miento U . Si los alargamientos principales se denotan como λ1, λ2, λ3 y las
direcciones principales de U como N1,N2,N3 entonces

C =

3∑
a=1

λ2a Na ⊗Na . (2.25)

El tensor izquierdo de Cauchy-Green o tensor de Finger está defi-
nido como

b = FF T = V 2 = bij ei ⊗ ej , (2.26)

y llamando ni a los autovectores de V , se comprueba que

b =

dim∑
a=1

λ2a na ⊗ na . (2.27)
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Aśı pues, las parejas de tensores U ,V y C, b tienen los mismos autovalores
pero distintos autovectores. Más aún, se puede comprobar que

na = RNa , a = 1, 2, 3. (2.28)

Otros tensores de deformación que se usan en ocasiones son el tensor
de deformación de Piola C−1 y el tensor de deformación de Cauchy
c = F−TF−1 = b−1.

Los tensores de deformación estudiados hasta aqúı se reducen al tensor
identidad cuando la configuración deformada coincide con la de referencia.
Sin embargo, en castellano es más habitual emplear el término deformación
referido a un concepto que se anule en el caso anterior. Por ello se definen
nuevas medidas, como la deformación de Green-Lagrange

E =
1

2
(C − I) = Eij Ei ⊗Ej , (2.29)

cuya descomposición espectral se puede encontrar fácilmente:

E =
3∑

a=1

1

2
(λ2a − 1)Na ⊗Na . (2.30)

Esta medida deformación, como se puede apreciar en su expresión espectral,
es un tensor que opera sobre vectores en la configuración de referencia y
cuyo resultado también son vectores en este mismo espacio. Estos tensores
se conocen como tensores materiales y anteriormente se vio que el tensor
derecho de Cauchy-Green también es material.

En multitud de ocasiones cada vez que se introduce un tensor material
existe un tensor relacionado que está definido desde y hacia vectores en la
configuración deformada. Este segundo tipo de tensores se llaman tensores
espaciales. Por ejemplo, asociado a U , que es un tensor material, está V ,
que es espacial; asociado a C, que es material, está el tensor b, que es espa-
cial. Por último, la pareja del tensor de Green-Lagrange, una deformación
material, es el tensor de Almansi , definido como

e =
1

2

(
I − b−1

)
= eij ei ⊗ ej . (2.31)

2.5.1. Deformaciones generalizadas

En general, empleando el concepto de descomposición espectral de un
tensor se pueden definir infinitas medidas de deformación. Para ello basta
con definir funciones escalares f(λ) y construir el tensor de deformación
correspondiente de la siguiente manera:

Ef =

3∑
a=1

f(λa)Na ⊗Na . (2.32)
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Evidentemente, existen algunas restricciones para las funciones f(λ) que
son:

a) han de estar definidas para λ ∈ (0,∞),

b) han de ser monótonas crecientes (f ′(λ) > 0),

c) han de anularse cuando el cuerpo no está deformado, es decir, f(1) = 0,
y

d) deben de cumplir que f ′(1) = 1.

La justificación de la última condición se entiende en el contexto de las
deformaciones infinitesimales, explicadas más adelante en este caṕıtulo. El
tensor de Green-Lagrange es de la forma (2.32), siendo f(λ) = 1

2(λ
2 − 1).

Resulta útil generalizar este tipo de medidas de deformación de la siguiente
manera:

E(m) =
3∑

a=1

f (m)(λa)Na ⊗Na , con f (m)(λ) =

{
1
m(λm − 1) si λ ̸= 0

log λ si λ = 0

(2.33)
Se puede verificar de forma inmediata que las funciones f (m) cumplen las
cuatro condiciones identificadas anteriormente. La deformación E(o) es es-
pecialmente importante y se conoce como el tensor de deformación de
Hencky .

▷ Ejemplo 2.5.1. Considérese la estiramiento uniforme de una barra recta
empotrada en el extremo X = 0 y de longitud L en su configuración de
referencia. La barra se estira debido a la aplicación de una fuerza en su
extremo libre de forma que su longitud deformada sea ℓ con lo que el campo
de deformación para este problema unidimensional es φ(X) = Xℓ/L. El
resto de medidas de deformación tiene la siguiente expresión anaĺıtica:

a) El gradiente de deformación es F = ℓ/L = λ.

b) Los tensores de alargamiento derecho e izquierdo son U = V = F .

c) Los tensores derecho e izquierdo de Cauchy-Green son C = ℓ2/L2 =
λ2 = b.

d) El tensor de Green-Lagrange toma el valor E = ℓ2−L2

2L2 = 1
2(λ

2 − 1).

e) El tensor de Almansi es e = ℓ2−L2

2ℓ2
= 1

2(1− λ−2).

f ) El tensor de Hencky se simplifica a E(o) = log ℓ
L .

◁
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Figura 2.4: Transformación de una curva material Γ .

2.6. Transformación de longitud, superficie y vo-
lumen

La cinemática de medios continuos intenta describir la deformación glo-
bal y local de los cuerpos. En particular, resulta muy interesante poder
calcular, a partir del campo de deformaciones, cómo se transforman los ar-
cos, las superficies y los volúmenes. La forma de abordar esta cuestión es
estudiando estas transformaciones a nivel diferencial e integrando los resul-
tados aśı obtenidos. Como veremos en esta sección toda esta información se
puede obtener a partir del gradiente de deformación.

2.6.1. Transformación de longitud y ángulo

Ya se explicó en la sección 2.2 que el gradiente de deformación F trans-
forma los vectores diferenciales desde la configuración de referencia a la de-
formada. Suponemos ahora que un vector diferencial dX en la configuración
de referencia tiene dirección η y longitud dS, es decir, dX = η dS. Debido
a la deformación del medio continuo, este vector se transforma en dx que
tiene dirección η y longitud ds (ver la figura 2.3). La definición matemática
de estas dos longitudes (que son magnitudes escalares) es:

dS2 = dX · dX , ds2 = dx · dx . (2.34)

A partir de la expresión (2.15) que relaciona los vectores diferenciales sin
deformar y deformado obtenemos:

ds2 = (FdX) · (FdX) = (η dS) · F TF (η dS) = dS2 η ·Cη . (2.35)

Concluimos pues, que dado un vector diferencial dX = η dS, con |η| = 1 y
origen en el punto X de la configuración de referencia, éste se transforma
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en otro vector diferencial dx, con origen en x = φ(X) y longitud ds, dada
por la expresión (2.35). El alargamiento por unidad de longitud de la curva
Γ en el punto X verifica pues:

λ =
ds

dS
=

√
ds2

dS2
=
√
η ·C(X)η . (2.36)

Consideremos ahora el caso más complejo de una curva material Γ defini-
da en la configuración de referencia. Esta curva está “pegada” a las part́ıculas
materiales que se encuentran “bajo” ella. Cuando estas part́ıculas se defor-
man debido a la deformación φ, la curva también se deforma y ocupa una
posición γ = φ(Γ ) de la configuración deformada. La longitud de la curva
en la configuración de referencia es simplemente

L =

∫
Γ
dS , (2.37)

y la longitud de la curva deformada es

ℓ =

∫
γ
ds =

∫
Γ
λ dS =

∫
Γ

√
τ (Γ (S)) ·C(Γ (S))τ (Γ (S)) dS , (2.38)

siendo τ (Γ (S)) el vector tangente unitario a la curva Γ en el punto Γ (S).

Se puede considerar ahora el cambio del ángulo que forman entre śı dos
vectores diferenciales dX1 = η1dS1 y dX2 = η2dS2 con origen en el punto
X ∈ Bo al deformarse el cuerpo. El ángulo Θ que estos dos vectores forman
en la configuración de referencia se puede calcular empleando las propiedades
del producto escalar:

cosΘ =
dX1 · dX2

|dX1| |dX2|
= η1 · η2 . (2.39)

De la misma manera, después de deformarse, los correspondientes vectores
diferenciales forman un ángulo θ en la configuración deformada cuya mag-
nitud viene dada por

cos θ =
dx1 · dx2

|dx1| |dx2|
, (2.40)

que se puede expresar como:

cos θ =
η1 ·C(X)η2√

η1 ·C(X)η1
√
η2 ·C(X)η2

(2.41)

El resultado más importante de esta sección es que el tensor derecho de
Cauchy-Green contiene toda la información del cambio local de longitud y
ángulo en un cuerpo deformable. Aunque no lo vamos a demostrar, también
el tensor de Finger contiene la misma información.
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2.6.2. Transformación de área

De la misma manera que las curvas materiales se deforman cuando el
medio sobre el que están definidas se deforma, las superficies también. Para
evaluar cuantitativamente el efecto de esta deformación se considera un di-
ferencial de superficie sobre la configuración de referencia. Este diferencial
es una cantidad vectorial cuya magnitud dA es el área de un paralelogramo
de lados dX1 y dX2 y cuya dirección N viene dada por dX1 × dX2. Es
decir,

N dA = dX1 × dX2 . (2.42)

Para calcular la superficie y dirección del elemento de área deformado
basta con emplear las definiciones dx1 = FdX1, dx2 = FdX2 aśı como la
propiedad elemental (Ta)×(Tb) = det(T )T−T (a×b). De estas expresiones
se obtiene que el diferencial de superficie deformada nda se puede calcular
como

n da = dx1×dx2 = det(F )F−T (dX1×dX2) = det(F )F−T N dA . (2.43)

Nótese que el tensor det(F )F−T es el adjunto del gradiente de deformación
aśı que la relación de áreas también se puede escribir como

nda = adj(F )N dA . (2.44)

Esta expresión se conoce como la fórmula de Nanson .

2.6.3. Transformación de volumen

Finalmente, y siguiendo el mismo proceso que en los dos casos anterio-
res, también podemos calcular el efecto de la deformación sobre el volumen
de un cuerpo continuo. Sea un diferencial de volumen material dV en la
configuración de referencia. Este volumen se puede considerar como el que
contiene un paraleleṕıpedo diferencial cuyos lados son los vectores diferen-
ciales dX1, dX2 y dX3 situados sobre el punto X ∈ Bref . A partir de
las propiedades del triple producto el volumen diferencial se puede calcular
como

dV = [dX1 dX2 dX3] . (2.45)

Empleando la definición intŕınseca del determinante (ver Eq. (1.49)), el di-
ferencial de volumen deformado dv se puede relacionar con el volumen de
referencia con la expresión

dv = [FdX1 FdX2 FdX3] = det(F )[dX1 dX2 dX3] = det(F )dV .
(2.46)

El determinante del gradiente de deformaciones se suele indicar con la le-
tra J , aśı pues

J = det(F ) =
√
det(C) = I3(F ) . (2.47)
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El jacobiano J proporciona, como se ha visto, el cociente entre el volumen
deformado y el volumen sin deformar de un paraleleṕıpedo elemental. Como
la materia no puede desaparecer, este cociente podrá ser mayor o menor que
uno, pero siempre habrá de ser positivo.

Sea Ωo una región material del cuerpo. Si su volumen es V =
∫
Ωo

dV se
obtiene que el volumen de esta región una vez deformada es

v = volumen(φ(Ωo)) =

∫
φ(Ωo)

dv =

∫
Ωo

J(X) dV (2.48)

2.7. Deformaciones de sólido ŕıgido

En general, las deformaciones de los cuerpos son muy complejas y ra-
ramente se conoce una expresión anaĺıtica para φ. Sin embargo, existen
algunos tipos de deformaciones tan sencillas que permiten encontrar una
expresión de todas sus medidas cinemáticas. El primer tipo lo constituyen
las deformaciones de sólido ŕıgido. Estos movimientos son aquellos en
los que el cuerpo cambia de posición sin que vaŕıe la distancia relativa en-
tre puntos del mismo. Es decir, para cualquier pareja de puntos X,Y del
cuerpo Bref se cumple que

|Y −X| = |φ(Y )−φ(X)| . (2.49)

Las deformaciones de sólido ŕıgido son siempre de la forma:

φ(X) = a+Q(X −Z) , (2.50)

donde a es el vector de posición de un punto cualquiera y Q es un tensor
de rotación de componentes

Q = Qij ei ⊗Ej (2.51)

Es sencillo comprobar que los movimiento de tipo (2.50) preservan las dis-
tancias relativas. La demostración de que éstas son las únicas deformaciones
con esta propiedad es un poco más compleja: derivando (2.49) respecto a X
primero y respecto a Y después se obtiene:

F (X)TF (Y ) = I . (2.52)

Eligiendo X = Y en esta ecuación deducimos que el gradiente de deforma-
ción ha de ser ortogonal y puesto que det(F ) > 0, además propio, es decir
una rotación. Volviendo a la ecuacion (2.52) se deduce que F (X) = F (Y ),
es decir que el campo de rotaciones es constante F (X) = Q. Una defor-
mación con gradiente de deformación constante e igual a Q ha de ser de la
forma (2.50).
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Las deformaciones de sólido ŕıgido tienen gradiente de deformación F (X) =
Q por lo que el tensor derecho de Cauchy-Green es

C(X) = QTQ = I . (2.53)

Se deduce pues que, como era de esperar, una deformación de sólido
ŕıgida preserva las longitudes, áreas y volúmenes diferenciales. También se
puede demostrar que una deformación con C(X) = I ha de ser de la for-
ma (2.50).

Dentro de las deformaciones de sólido ŕıgido existen dos tipos elementa-
les: las traslaciones ŕıgidas

φtr(X) = a+Xi ei , (2.54)

y las rotaciones puras
φrot(X) = QX , (2.55)

y es fácil demostrar que todo movimiento ŕıgido es la composición de una
traslación y una rotación, o viceversa.

2.8. Deformaciones homogéneas

El segundo tipo de deformaciones que estudiamos son las llamadas de-
formaciones homogéneas, definidas como aquellas en las que el gradiente
de deformación F es el mismo en todos los puntos del cuerpo, es decir,

F (X) = F . (2.56)

La forma más general de una deformación homogénea es pues

φ(X) = a+ FX , (2.57)

siendo a un vector cualquiera.
Este tipo de deformación es sencillo pues todas las medidas de deforma-

ción (que siempre se derivan del gradiente de deformación) son iguales para
todos los puntos del cuerpo. Esto además implica que las relaciones deri-
vadas para la transformación de vectores infinitesimales, áreas y volúmenes
son en este caso válidas para vectores, áreas y volúmenes de tamaño finito.

Un caso particular sencillo pero importante de deformación homogénea
es el alargamiento. Se dice que una deformación es un alargamiento o
estiramiento si es de la forma:

φ(X) = Y +U(X − Y ) , (2.58)

siendo Y un punto fijo y U un tensor simétrico y definido positivo. Se
puede comprobar inmediatamente que un alargamiento es una deformación
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homogénea con gradiente de deformación F (X) = U . Empleando el teorema
de la descomposición polar al gradiente de deformación concluimos que ésta
no incluye ninguna rotación. Nótese que una deformación de alargamiento
puede “acortar” las dimensiones del cuerpo continuo.

El siguiente teorema caracteriza todas las deformaciones homogéneas
como composición de otras más sencillas:

Teorema 2.8.1. Toda deformación homogénea φ se puede escribir como la
composición de una traslación, una rotación pura y un alargamiento:

φ(X) = (φtr ◦φrot ◦φest)(X) . (2.59)

Demostración. Para demostrar este teorema basta definir las tres deforma-
ciones como:

φtr(X) = φ(Y ) +X − Y ,

φrot(X) = Y +R(X − Y ) ,

φest(X) = Y +U(X − Y ) .

(2.60)

2.9. Deformaciones infinitesimales

Quizás las deformaciones “sencillas” más importantes que existen son
las llamadas deformaciones infinitesimales y que estudiamos en esta sección.
Este tipo de deformaciones forman la base de la teoŕıa clásica de Elasticidad
y, en general, de otras teoŕıas válidas para cuerpos que se deforman poco. En
realidad, las deformaciones infinitesimales son sólo una aproximación a lo
que hemos definido como deformación, pero son extremadamente útiles pues
permiten resolver aproximadamente un gran número de problemas prácti-
cos. Dicho esto, el marco geométrico que hemos presentado en las secciones
anteriores no encaja, como veremos, exactamente en esta cinemática.

Para medir el tamaño de una deformación definimos el parámetro adi-
mensional

δ = sup
X

∥C(X)− I∥ . (2.61)

Usando este parámetro podemos definir el concepto de deformación infi-
nitesimal como aquella en la que el parámetro δ es muy pequeño, es decir,
que en todos los puntos del cuerpo el tensor derecho de Cauchy-Green es
muy parecido al tensor identidad. Escribimos esta condición como:

δ ≪ 1 . (2.62)

La propiedad (2.62) que la caracteriza estas deformaciones tiene impli-
caciones de muy largo alcance, la mayoŕıa de las cuales simplifica enorme-
mente el tratamiento matemático de la cinemática. La primera simplicación
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del cálculo tensorial es que no resulta necesario distinguir entre derivadas
con respecto a coordenadas materiales y espaciales. Aśı por ejemplo

∇xu =
∂u

∂x
=

∂u

∂X

∂X

∂x
= ∇Xu F

−1 = ∇Xu (I +H)−1 = ∇Xu+O(δ) .

(2.63)
Por ello, cuando se estudien deformaciones infinitesimales, no se utilizará la
notación ∇X o ∇x sino únicamente ∇. De la misma manera, en vez de ∇X · o
∇x· emplearemos∇·, y en vez de∇X× y∇x×, simplemente∇×. Esto quiere
decir que, para este tipo de problemas, las dos configuraciones estudidadas
Bref y Bdef dejan de distinguirse y nos referimos al cuerpo simplemente
como B. El objeto fundamental del análisis deja de ser la deformación para
ser el campo de desplazamiento definido como

u(x) = φ(x)− x . (2.64)

y entendido como una función u : B → R3.

A partir del desplazamiento se definen el tensor de deformación in-
finitesimal ε y el de rotación infinitesimal ŵ, cuyas expresiones son

ε(x) = ∇su(x) , ŵ(x) = ∇au(x) . (2.65)

Nótese que el segundo tensor es antisimétrico y por tanto tiene un vector
axial w. En componentes, estos dos tensores tienen por expresión:

ε(x) =
1

2
(ui,j + uj,i) ei ⊗ ej , (2.66)

ŵ(x) =
1

2
(ui,j − uj,i) ei ⊗ ej . (2.67)

Existen varias maneras para explicar por qué el tensor de deformaciones
infinitesimales tiene la forma que se ha indicado. La más ilustrativa, basado
en toda la teoŕıa que hemos desarrollado en este caṕıtulo, consiste en demos-
trar que ε es una aproximación de orden δ2 del tensor de Green-Lagrange.
Aśı pues, cuanto menor sea el parámetro de tamaño δ, más se parecerán estas
dos medidas de deformación. En realidad, dicha justificación se podŕıa gene-
ralizar a cualquier medida de deformación del tipo (2.32). Para comprobar
esta afirmación definimos

H(x) = ∇u(x) , (2.68)
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un tensor cuya norma es del orden de δ. Aśı pues,

E =
1

2
(F TF − I) (2.69)

=
1

2
((I +H)T (I +H)− I) (2.70)

=
1

2
(H +HT +HTH) (2.71)

= ε+
1

2
HTH (2.72)

= ε+O(δ2). (2.73)

La teoŕıa de deformaciones infinitesimales, o pequeñas deformaciones,
parte de la hipótesis de que los errores que se cometen al reemplazar E
con ε se pueden ignorar y por tanto ésta última es la única medida de
deformación.

Una propiedad fundamental de las deformaciones infinitesimales es que
la medida de deformación ε es una función lineal de u, al contrario que E
y otras medidas de deformación discutidas en la sección 2.6 que dependen
no linealmente de la deformación. Esta es una caracteŕıstica que modifi-
ca de manera radical la forma de enfocar la teoŕıa de medios deformables
y eventualmente posibilitará que las ecuaciones del problema elástico con
deformaciones infinitesimales definan un problema lineal. Esto a su vez po-
sibilitará el principio de superposición que puede ser empleado para resolver
problemas de forma sistemática y simplificada.

2.9.1. Deformaciones infinitesimales ŕıgidas

El tensor de deformación infinitesimal mide el grado de deformación local
en una deformación infinitesimal. Por ello se dice que una deformación es
infinitesimalmente ŕıgida si dicho tensor de deformación se anula, es decir

ε(x) = 0, para todo x ∈ B . (2.74)

En las deformaciones infinitesimales ŕıgidas el gradiente de desplazamien-
to H ha de ser antisimétrico y coincide con el tensor de rotación infinitesi-
mal ŵ:

H =Hs +Ha = ε+ ŵ = ŵ . (2.75)

Este tipo de deformaciones se corresponde a un campo de desplazamien-
tos que sólo puede ser de la forma

u(x) = u(y) + ŵ(x− y) , (2.76)

siendo y cualquier punto del cuerpo. Recalcamos que una deformación in-
finitesimalmente ŕıgida no es una deformación ŕıgida, tal y como éstas se
definieron en la sección 2.7.
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2.10. Movimientos

Hasta ahora nos hemos centrado en el estudio de la cinemática de cuer-
pos deformables centrándonos en las deformaciones que ocurren entre una
configuración de referencia y una configuración deformada. En ésta y las
próximas secciones se estudian familias de configuraciones deformadas y los
objetos cinemáticos que se pueden definir para su estudio.

En primer lugar se define un movimiento como una familia de configu-
raciones φt que depende de un parámetro t (el tiempo) de forma diferencia-
ble. Es decir, si S(B) es el espacio de configuraciones posibles de un cuerpo
continuo Bref , entonces φt es una curva en S(B). Se define la configura-
ción inicial como aquella que tiene lugar en el instante t = 0, es decir, χ0.
El término configuración actual se emplea para referirse a χt.

Cuando un cuerpo realiza un movimiento, cada part́ıculaX ∈ Bref reco-
rre una curva en el espacio c(t) que se puede expresar en función del campo
de configuraciones como:

c(t) = φt(X) = φ(X, t) . (2.77)

Esta curva se denomina trayectoria y determina de forma ineqúıvoca la
posición de la part́ıcula X en cada instante de tiempo.

2.11. Descripción material y espacial

El movimiento de un cuerpo continuo se define completamente mediante
la familia de configuraciones φt. En un instante de tiempo genérico t además
estas configuraciones definen una aplicación biyectiva entre Bref y Bt. Esto
significa que cada part́ıcula material X ∈ Bref ocupa, en dicho instante, un
punto del espacio x ∈ Bt y que además cada punto de la región Bt ∈ R3 es
la imagen de una y solamente una part́ıcula material del cuerpo. Dado una
posición x ∈ Bt podemos encontrar cuál es la part́ıcula que ocupa ese lugar
en el instante t mediante la función inversa y obtenemos X = φ−1

t (x).
Considérese ahora un campo escalar, vectorial o tensorial Y que está

definida en todo instante sobre las part́ıculas materiales de la configuración
de referencia. La expresión completa de esta función, incluyendo sus argu-
mentos, es Y (X, t) y devuelve, para cada instante de tiempo t el valor del
campo Y que corresponde a la part́ıcula X. Se dice que Y es un campo
material .

Empleando la relación biyectiva que la deformación establece podemos
expresar el campo Y en función de la posición x en lugar de la part́ıcula X.
Para ello sustituimos X por φ−1

t (x) y definimos

y(x, t) := Y (φ−1
t (x), t) . (2.78)

El campo y = Y ◦φ−1
t depende de la posición y del tiempo y se denomina

campo espacial . Los dos campos Y y y dan el mismo resultado si se
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evalúan en el mismo instante de tiempo y si x = φt(X). Además, conocido
uno de ellos y la función φt se puede calcular el otro.

En Mecánica de Medios Continuos se usan campos materiales y espacia-
les, según la conveniencia de cada situación. En la mayoŕıa de las situaciones
se emplean letras mayúsculas para indicar los campos materiales y letras
minúsculas para los espaciales. Como en el ejemplo anterior, la versión ma-
terial y espacial de un mismo campo se indican con la misma letra pero en
mayúscula y minúscula, respectivamente.

2.12. Velocidad y aceleración

Las definiciones de velocidad y de aceleración en Mecánica de Medios
Continuos coinciden con las definiciones clásicas estudiadas en Mecánica
Clásica. Sin embargo merecen un estudio cuidadoso para diferenciar las dis-
tintas formas de calcularlas.

Como en la sección 2.10, se considera la trayectoria c(t) = φ(X, t) de una
part́ıcula materialX y se definen su velocidad y aceleración como la primera
y segunda derivadas temporales de esta función. Más espećıficamente, se
define la velocidad material V y la aceleración material A de un
part́ıcula X ∈ Bref como:

V (X, t) = φ̇(X, t) =
∂φ(X, t)

∂t
, A(X, t) = φ̈(X, t) =

∂2V (X, t)

∂t2
.

(2.79)
Nótese que la notación (̇) se utiliza para indicar la derivada parcial con
respecto a la variable t.

Por su definición resulta obvio que se trata de dos campos vectoriales
materiales. F́ısicamente representan la velocidad y aceleración, en el sentido
clásico, de la part́ıcula identificada con la posición X en la configuración de
referencia. Para muchas aplicaciones resulta útil definir la versión espacial
de estos dos campos y por ello se definen la velocidad espacial v y la
aceleración espacial a como los campos vectoriales espaciales

v(x, t) = V (φ−1
t (x), t) , a(x, t) = A(φ−1

t (x), t) . (2.80)

F́ısicamente, representan la velocidad y la aceleración, en sentido clásico,
de la particula que se encuentre en el instante t ocupando la posición x.

Es importante notar que ni la velocidad espacial ni la aceleración espa-
cial son la derivada temporal de ninguna función. Para encontrar la relación
de estas tasas con las derivadas empleadas para definir la velocidad y la
aceleración materiales se utiliza el concepto de derivada temporal mate-
rial . Esta es la derivada respecto del tiempo de un campo cualquier, cuando
se fija la part́ıcula X. Aśı, la derivada temporal material de y, un campo
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escalar, vectorial o tensorial espacial se denota Dy
Dt y se calcula como

Dy

Dt
(x, t) =

∂

∂t

∣∣∣∣
X

y(x, t)

=

(
∂

∂t

∣∣∣∣
X=φ−1(x,t)

y(φ(X, t), t)

)
◦φ−1

t

=
∂

∂t
y(x, t) +∇xy(x, t)v(x, t) .

(2.81)

De forma más compacta se define para cualquier campo espacial ψ

Dψ

Dt
◦φt =

d

dt
(ψ ◦φt) . (2.82)

Con la notación introducida podemos afirmar que la aceleración espacial
a no es igual a v̇ sino que se puede calcular como

a(x, t) =
Dv

Dt
(x, t) =

∂v

∂t
(x, t) + (∇xv(x, t))v(x, t) . (2.83)

Para comprobar esta afirmación, comenzamos por calcular la aceleración
material de la siguiente manera

A(X, t) =
∂

∂t
V (X, t)

=
∂

∂t
v(φ(X, t)), t)

=
∂v

∂t
(φ(X, t)), t) +∇xv(φ(X, t)), t)V (X, t) .

(2.84)

Componiendo ambos lados de esta identidad con φ−1
t se obtiene

a(x, t) = (A ◦φ−1
t )(x, t) =

∂v

∂t
(x, t) +∇xv(x, t)v(x, t) . (2.85)

2.13. Tasas tensoriales

Otros tensores derivados de las tasas de deformación resultarán útiles
para el estudio posterior de los medios deformables. En primer lugar, obser-
vamos que la derivada temporar (material) del gradiente de deformación se
puede calcular como

Ḟ (X, t) =
∂

∂t
(∇Xφt(X)) = ∇X

(
∂

∂t
φt(X)

)
= ∇XV (X, t) . (2.86)

Pero además, este último tensor se puede reescribir de una forma más útil

Ḟ (X, t) =
∂

∂t
(v ◦φt)(X, t) = (l ◦φt)(X, t)F (X, t) , (2.87)
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siendo
l(x, t) = ∇xv(x, t) (2.88)

el tensor espacial conocido como el gradiente de velocidad . Este campo
tensorial se puede descomponer, como siempre, en una parte simétrica y otra
antisimétrica

d(x, t) = ls(x, t) , ω̂(x, t) = la(x, t) (2.89)

que se llaman, respectivamente, la tasa de deformación y el tensor de
rotación propia o tensor de spin . Su vector axial, que indicamos como ω,
es el campo de vorticidad .

2.A. El determinante del gradiente de deforma-
ción

Como se explicó en la sección 1.2.4 el determinante de un tensor de se-
gundo orden es una operación algebraica definida con una interpretación
geométrica que la hace independiente del sistema de coordenadas. El gra-
diente de deformaciones es un tensor definido de manera general como

F =
∂φi
∂Xj

ei ⊗Ej , (2.90)

siendo φi la componente i-ésima de la deformación expresado en el sistema
de coordenadas del espacio, Xj la coordenada j−ésima en el sistema del
cuerpo y ei,Ej los vectores de las bases en las coordenadas del espacio y el
cuerpo, respectivamente.

Supongamos ahora que escogemos sistemas de coordenadas cartesianos
en el cuerpo y en el espacio que los indicamos como {Za}3a=1 y {za}3a=1,
respectivamente. Además, las bases cartesianas del cuerpo y del espacio son
{Ia}3a=1 y {ia}3a=1. Ahora escogemos otros sistema de coordenadas para el
cuerpo y el espacio, ninguno de ellos necesariamente cartesiano y además
posiblemente distintos. Las coordenadas y la base en el cuerpo las llamamos
{Θi}3i=1 y Ei; a su vez, las del espacio las indicamos como {βi}3i=1 y hi.
Escribimos, por tanto,

F =
∂φa
∂Zb

, ia ⊗ Ib =
∂φ̃a
∂Θb

ha ⊗Eb . (2.91)

Los sistemas de coordenadas del cuerpo y los del espacio deben de estar
relacionados. Aśı pues, al menos localmente,

Za = Ẑa(Θ1,Θ2,Θ3) , za = ẑa(β1, β2, β3) . (2.92)

A su vez, las relaciones inversas han de existir también y por tanto

Θi = Θ̂i(Z1, Z2, Z3) , βi = β̂i(z1, z2, z3) . (2.93)
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En función de estos cambios de coordenadas

φ̃(Θ1,Θ2,Θ3) = φ(Ẑ1(Θ1,Θ2,Θ3), Ẑ2(Θ1,Θ2,Θ3), Ẑ1(Θ1,Θ2,Θ3) . (2.94)

El determinante del gradiente de deformaciones es el determinante de la
matriz con compomentes ∂φa/∂Zj . Pero se verifica que

∂φa
∂Zj

=
∂ẑa
∂βi

∂φ̃i
∂Θa

∂Θ̂a

∂Zj
. (2.95)

Como la matriz de componentes ∂φa/∂Zj es el producto de otras tres, el
determinante de F será el producto de los determinantes de las tres matrices

[Jβ]ai =
∂ẑa
∂βi

, [
∂φ̃i
∂Θa

] , [JΘ]
−1
aj =

∂Θ̂a

∂Zj
. (2.96)

La matriz Jβ es la matriz del cambio de base a las coordenadas espaciales β

desde la cartesianas. La matriz de compomentes [ ∂φ̃i

∂Θa
] es la correspondien-

te al gradiente de deformaciones en cualquier sistema de coordenadas. Por
último, la matriz de componentes [JΘ]aj es la correspondiente al cambio de
coordenadas Θ en el cuerpo. Aśı pues, concluimos que

detF =

∣∣∣∂ẑa∂βi

∣∣∣∣∣∣ ∂Zj

∂Θ̂a

∣∣∣
∣∣∣∣ ∂φ̃i∂Θa

∣∣∣∣ . (2.97)

En el caso de coordenadas ciĺındricas, Jrθz = r; para coordenadas esféricas,
Jrθϕ = r2 sinϕ.

La razón última por la que el determinante del gradiente de funciones
no es simplemente el determinante de su matriz de componentes, cualquiera
que sea su sistema de coordenadas, es que al cambiar las coordenadas no sólo
estamos cambiando la base en la que se expresa el tensor, sino que también
se modifica el significado de cada componente.
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Resumen de fórmulas importantes

Gradiente de deformación F = ∇Xφ

Descomposición polar F = RU = V R

Deformación de Cauchy-Green (derecho) C = F TF

Deformación de Finger (izquierdo) b = FF T

Deformación de Green-Lagrange E = 1
2(C − I)

Transformación de longitud dx = F dX

Transformación de área n da = adj(F )N dA

Transformación de volumen dv = J dV

Derivada material Dψ
Dt = ∂ψ

∂t +∇xψ · v

Velocidad material V = ∂
∂tφt

Aceleración material A = ∂
∂tV

Velocidad espacial v = V ◦φ−1
t

Aceleración espacial a = A ◦φ−1
t = Dv

Dt

Tasa de deformación d = 1
2(∇xv +∇x

Tv)
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Problemas

Problema 2.1. Sean V y v un campo vectorial en la configuración de refe-
rencia y otro en la configuración deformada, respectivemente, que satisfacen
V = v ◦φ. Demostrar la relación

∇X · V = tr[F (∇xv ◦φ)] .

Problema 2.2. En un cierto instante, la deformación de un medio continuo
viene definida por:

x1 = φ1(X) = X1 − αX3 ,

x2 = φ2(X) = X2 − αX3 ,

x3 = φ3(X) = −αX1 + αX2 +X3 ,

siendoX1, X2, X3 un sistema de coordenadas cartesianas en el cuerpo, x1, x2, x3
otro en el espacio y α una constante. Se pide:

a) Obtener el tensor gradiente de deformación F (X) y justificar que se
trata de una deformación homogénea.

b) Calcular el vector deformado de E1, siendo {Ei} la base cartesiana
del cuerpo.

c) Hallar el tensor derecho de Cauchy-Green C(X).

d) Calcular los alargamientos de los vectores E1, E2 y E3.

e) Obtener el tensor de Green-Lagrange E(X) para la deformación φ.

Problema 2.3. Un medio continuo experimenta una deformación definida
por la función φ : Bref → R3 cuyas componentes en una base cartesiana del
espacio son

φ1(X) = X2
1 +X2 ,

φ2(X) = sinX2 ,

φ3(X) = X3 ,

en función de las coordenadas cartesianas Xi, i = 1, 2, 3 del cuerpo. Se pide:

a) Calcular la expresión del gradiente de deformación F (X) y del tensor
de Cauchy-Green C(X).

b) Calcular los alargamientos principlales en el punto Z = (1, 0, 3), aśı
como las direcciones principales.

c) Un vector diferencial dX tiene su origen enZ y dirección (1/
√
2, 1/

√
2, 0).

¿Cuál es su alargamiento por unidad de longitud al deformarse?
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d) De todos los vectores diferenciales con origen en el punto Z, ¿Cuál de
ellos experimenta un mayor alargamiento unitario? ¿Cuánto vale dicho
alargamiento?

e) ¿Cuál es el incremento de volumen que sufre al deformarse un parale-
leṕıpedo infinitesimal situado en el punto Z?

Problema 2.4. Una barra deformable, recta y de sección uniforme se en-
cuentra sujeta en un extremo. Para estudiar la deformación de la barra se
supone que el extremo fijo coincide con el origen de un sistema de coorde-
nadas cartesiano y que la barra se encuentra situada en la dirección del eje
de coordenadas definido por el primer vector de la base coordenada, e1. La
longitud la barra en el instante inicial se supone conocida y de valor Lo. Al
aplicar una fuerza en la dirección de e1 sobre el extremo libre de la barra
ésta se deforma, permaneciendo sobre el eje coordenado, y su longitud en
un instante cualquiera t > 0 se denomina Lt. Si denominamos X ∈ [0, L0] a
los part́ıculas de la barra en la configuración de referencia, la deformación
se puede escribir como:

x = φ(X, t) = X · (1 + ct),

siendo c una constante. De esta manera, la longitud Lt de la barra en el
instante t se puede hallar como φ(Lo, t) = Lo(1 + ct), puesto que coincide
con la posición de la part́ıcula X = Lo en el instante t. Para c = 1, se pide:

a) Calcular el gradiente de deformaciones F expresado como una función
del tiempo y también expresado como una función de la longitud actual
Lt (y otras cantidades conocidas).

b) Razonar si la deformación de la barra es homogénea.

c) Calcular el tensor de Cauchy-GreenC, igual que antes expresado como
una función del tiempo y también expresado como una función de la
longitud actual Lt.

d) Calcular el tensor de Green-Lagrange, también expresado como una
función del tiempo y como una función de la longitud actual Lt.

e) Dibujar un gráfico de F11, C11 y E11 en función de Lt/Lo.

Problema 2.5. Un cubo de lado L tiene, en la configuración de referencia,
sus ejes paralelos a un sistema de coordenadas cartesiano (X1, X2, X3) y su
centro en el centro del sistema. Sobre la cara X3 = L/2 tiene dibujado un
ćırculo de radio R = L/2. El cubo sufre una deformación que transforma
puntos X en la configuración de referencia en puntos x en espacio f́ısico
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definido cuyas coordenadas cartesianas son

x1 = X1 + αX2,

x2 = βX2,

x3 = X3.

Determinar

a) La expresión del gradiente de deformación y el tensor derecho de
Cauchy-Green en cualquier punto del cubo,

b) La integral que sirve para calcular la longitud del borde del ćırculo en
la configuración deformada,

c) El área del ćırculo en la configuración deformada.

Problema 2.6. Considerar un cuerpo sometido a una deformación φ cuya
expresión anaĺıtica en coordenadas cartesianas del cuerpo (X1, X2, X3) y del
espacio (x1, x2, x3) es

(x1, x2, x3) = φ(X1, X2, X3) = (X1 e
t, (X2)

2(1 + t)).

Para esta deformación,

a) Calcular el gradiente de deformación F . Explicar si la deformación es
homogénea.

b) Calcular C, el tensor derecho de deformación de Cauchy-Green.

c) Calcular la velocidad material y la velocidad espacial.

d) Calcular la aceleración espacial de dos formas diferentes.

e) Calcular el alargamiento λ en el punto (X1, X2) = (1, 1), en el instante
t = 2, según la dirección del vector E1 de la base cartesiana.

Problema 2.7. El teorema de Cayley-Hamilton establece que todo tensor
satisface su propio polinomio caracteŕıstico. Por ejemplo, el tensor derecho
de alargamiento U verifica

−U3 + I1U
2 − I2U + I3 I = 0 ,

siendo I1, I2 e I3 sus tres invariantes. Usando este resultado demostrar que
dado un tensor simétrico definido positivo C su ráız cuadrada U =

√
C

se puede calcular sin necesidad de calcular su descomposición espectral me-
diante la relación

U =
1

I3 − I1 I2

(
C2 + (I2 − I21 )C − I1 I3 I

)
.
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Problema 2.8. SeaX un punto cualquiera en la configuración de referencia
de un cuerpo deformable y x = φ(X). Sobre el punto X se define un vector
unitario ηref y sobre el punto x otro vector η, también de módulo unidad.

El tensor derecho de Cauchy-Green C(X) se usa para calcular el alar-
gamiento unitario en dirección de ηref pues tomando un vector diferencial
en dirección de ηref y módulo dS éste se transforma en otro de módulo ds
y calculamos

λ(X;ηref ) =
ds

dS
=
√
ηref ·C(X)ηref ,

Demostrar que el alargamiento unitario que ha sufrido un vector diferencial
de longitud ds en dirección de η se puede calcular como

λ(x,η) =
ds

dS
=

1√
η · c(x)η

,

siendo c el tensor de deformación de Cauchy definido por la relación c−1 =
B = FF T ◦φ−1.

Problema 2.9. Un cilindro de radio R y altura H tiene un sistema carte-
siano de coordenadas colocado en el centro de su base, con el eje Z orientado
según el eje del cilindro.

Sea θ : [0, T ] → R una función conocida, diferenciable y tal que θ(0) = 0
y supongamos que el cuerpo sufre una deformación φ que en coordenadas
cartesianas del espacio se puede escribir como

φt(X,Y, Z) = (cos(θ(t))X−sin(θ(t))Y, sin(θ(t))X+cos(θ(t))Y, 1+θ2(t)Z) .

Calcular el tensor de deformación F y su descomposición polar F =
RU . ¿Qué se puede interpretar a partir del los valores de R y U?

Calcular la velocidad material y espacial.

Calcular la aceleración material. Además, calcular la aceleración espa-
cial de dos maneras diferentes.

Si θ(t) = π
4 t, calcula la aceleración material de la part́ıcula (X,Y, Z) =

(R, 0, H) en el instante t = 1 y la aceleración espacial en la misma po-
sición que ocupa dicha part́ıcula en el espacio. Comprueba que ambos
resultados son iguales.

Problema 2.10. En un cuerpo que experimenta un movimiento φt se escoge
una part́ıcula X ∈ Bref y un vector unitario N . Durante el movimiento
dicho vector se transforma en n(x, t) = F (X, t) cuya dirección y tamaño,
en general, cambian con el tiempo. Demostrar que la tasa de la longitud

λ2 =
√
N ·C(X, t)N

verifica
∂

∂t
λ2 = 2n(x, t) · d(x, t)n(x, t)

donde n ◦φt = FN .
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Caṕıtulo 3

Fuerzas sobre un medio
continuo

En este caṕıtulo estudiamos el tipo de fuerzas que actúan sobre un cuerpo
continuo y describimos sus caracteŕısticas de la manera más general posi-
ble. Para ello se presenta el concepto de tensión mecánica, un término
fundamental para el estudio de la mecánica de sólidos y fluidos y que es
consecuencia directa de la naturaleza continua de dichos cuerpos. Si bien
es posible presentar dicho concepto de un manera más o menos intutiva, su
definición rigurosa requiere un tratamiento formal más allá de los contenidos
de este libro ([2],[1]).

3.1. Fuerzas exteriores e interiores

Como la mecánica trata de las fuerzas y su efecto sobre los cuerpos, el
primer paso para describir la respuesta de un medio continuo consiste en
describir qué fuerzas se pueden aplicar sobre este, y cuáles no.

En el caso de la part́ıcula, las únicas fuerzas que se admiten son las
fuerzas puntuales. En el modelo del sólido ŕıgido, además de las primeras,
se admiten momentos concentrados. En un medio continuo, sin embargo, no
se admite ninguna de las dos anteriores y se permiten dos nuevos tipos de
fuerzas llamadas fuerzas volumétricas y fuerzas de superficie.

Las fuerzas volumétricas son las que actúan sobre cada punto del
interior del cuerpo y son proporcionales al volumen. Matemáticamente, este
tipo de fuerzas, que se indican como f , están definidas como un campo
vectorial sobre la configuración deformada y pueden depender, en general,
del tiempo aśı pues

f : Bt × [0, T ] → R3 . (3.1)

Las fuerzas volumétricas, por tanto, tienen dimensiones de fuerzas sobre
volumen.

69
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Las fuerzas de superficie , también llamadas fuerzas de contacto, son
fuerzas aplicadas sobre el cuerpo a través de su contorno ∂Bt. Matemática-
mente se expresan como un campo vectorial, que también puede depender
del tiempo, de la forma

t̄ : ∂Bt × [0, T ] → R3 . (3.2)

En mecánica, se denomina tensión a la fuerza aplicada sobre la unidad de
área. A diferencia de la presión , la tensión tiene dirección y sentido. En
ambos casos, su dimensión es de fuerza sobre superficie.

Un medio continuo sometido a fuerzas externas las transmite por su
interior por lo que cualquier parte del mismo ha de sufrir también fuerzas
a través de la superficie que la separa del resto del medio. Estas fuerzas
internas no se pueden medir, puesto que para hacerlo habŕıa que romper el
cuerpo, pero su existencia se deduce lógicamente por el efecto de transmisión.
De hecho, entre dos partes cualesquiera de un cuerpo en su configuración
deformada, en principio, podŕıan intervenir fuerzas volumétricas, pero estas
son tan pequeñas en la naturaleza que se desprecian en todos los modelos.

Las fuerzas superficiales que se transmiten entre dos partes pueden ser
muy grandes y reciben en nombre de tensiones y dependen, en general,
del punto del sólido que se investigue y de la superficie que separe las partes
consideradas.

P
t

t‖u

t⊥u

n

Figura 3.1: El vector tensión en un punto del interior de un cuerpo y la
descomposición en sus componentes normal y tangencial.

Para estudiar este campo vectorial, supongamos que el cuerpo en su
configuración deformada Bt se divide en dos partes P+

t y P−
t , y llamamos

St a la superficie que las separa. Entonces, en cada punto x ∈ St habrá una
tensión t = t̂(x,St, t).

La dependencia del campo t sobre la superficie St complica enormemen-
te su tratamiento matemático. Fue Cauchy, en su trabajo sobre elasticidad,
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quien postuló que el campo de tensiones en el interior de un cuerpo defor-
mable sólo pueden depender localmente de dicha superficie, es decir, de su
normal en dicho punto. El principio de Cauchy establece por tanto que
la tensión que aparece al separar el cuerpo mediante la superfice St es un
campo vectorial de la forma

t = t̂(x,n, t) (3.3)

siendo n la normal a St en x. No hace muchos años se demostró que esta
hipótesis no es necesaria, sino que se puede demostrar que aśı ocurre siempre,
y este resultado se conoce como el teorema de Noll, su descubridor.

El vector t es la fuerza por unidad de superficie en la configuración de-
formada y también se conoce como el vector de tensión de Cauchy o
vector de tensión verdadera . Si en lugar de emplear una tensión como
fuerza por unidad de superficie en la configuración deformada se define una
fuerza por unidad de superficie de referencia, esto define una nueva tensión
T que se conoce como el vector de tensión de Piola-Kirchhoff , o vec-
tor de tensión nominal . Empleando la notación del caṕıtulo 2 para los
diferenciales de superficie en las dos configuraciones, se verifica que

t da = T dA . (3.4)

La versión material del principio de Cauchy establece que existe un cam-
po vectorial T̂ tal que

T = T̂ (X,N , t) , (3.5)

siendo X = φ−1
t (x) y el vector N , la normal a Sref en X.

3.2. El tensor de tensiones

Dado un cuerpo deformable sometido a fuerzas, se deduce que debe de
existir un campo vectorial de tensiones t que actúa sobre dos partes cuales-
quiera en las que se puede separar dicho cuerpo. Por el postulado de Cauchy
se introduce una función t̂(x,n, t) que depende de tres argumentos, a saber,
el punto, un vector unitario y el tiempo. El siguiente teorema, demostrado
por el mismo Cauchy, explica que esta dependencia funcional es más sencilla
de lo que inicialmente se supone.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Cauchy). En un medio continuo deformable
existe un único campo tensorial σ : Bt × [0, T ] → R3×3 que verifica

t̂(x,n, t) = σ(x, t)n . (3.6)

El tensor σ se conoce como el tensor de tensiones de Cauchy o verda-
deras. Más aún, también existe otro campo tensorial P : Bref × [0, T ] →
R3×3 tal que

T (X,N , t) = P (X, t)N (3.7)
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siendo N el vector normal a la superfice Sref en el punto X = φ−1
t (x).

El tensor P , que es de dos puntos, se conoce como el primer tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff o nominales.

Demostración. La demostración del teorema de Cauchy emplea los argu-
mentos propuestos por el mismo Cauchy, usando el llamado “tetrahedro de
Cauchy”. Para esta demostración ignoramos la dependencia temporal de las
tensiones, simplificando la notación.

Sea un tetraedro diferencial recto centrado en el punto x ∈ Bt, con uno
de sus vértices coincidente con el centro de un sistema de coordenadas de
base B = {e1, e2, e3}. La cara opuesta al origen del sistema de coordenadas
tiene superficie da y normal n = n1e1 + n2e2 + n3e3. Las otras tres caras
tienen superficies

da1 = n1 da , da2 = n2 da , da3 = n3 da . (3.8)

Llamando t a la tensión sobre la cara mayor y t1, t2, t3 a las tensiones sobre
las otras tres caras se tiene que

t = t̂(x,n), t1 = t̂(x,−e1), t2 = t̂(x,−e2), t3 = t̂(x,−e3), (3.9)

y por tanto el equilibrio de fuerzas se expresa como:

t̂(x,n) da+ t̂(x,−e1)n1 da+ t̂(x,−e2)n2 da+ t̂(x,−e3)n3 da
+f(x) dv = 0 .

(3.10)
Como las fuerzas volumétricas multiplican a un infinitésimo de orden supe-
rior, éstas se pueden despreciar en la suma anterior. Para continuar, toma-
mos el ĺımite en la ecuación anterior cuando n→ e1 para obtener

t̂(x, e1) = −t̂(x,−e1) . (3.11)

Como este resultado es válido para cualquier base y vector e1 se concluye
que

t̂(x,n) = −t̂(x,−n) , (3.12)

resultado conocido como el corolario de Cauchy . Utilizando este resultado
en la ecuación (3.10) obtenemos

t̂(x,n) = t̂(x, e1)n1 + t̂(x, e2)n2 + t̂(x, e3)n3 . (3.13)

Esta relación expresa que la dependencia del vector t en la normal n es
lineal y por lo tanto existe un tensor que denominamos σ tal que

t̂(x,n) = σ(x)n , (3.14)

y cuya expresión, a partir de la relación (3.13), ha de ser

σ(x) = t̂(x, e1)⊗ e1 + t̂(x, e2)⊗ e2 + t̂(x, e3)⊗ e3 . (3.15)
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Si la normal n coincide con una normal a la superfice exterior del cuerpo
también se puede concluir que las fuerzas de superfice están relacionadas
con el tensor de Cauchy a través de la expresión

t̄(x) = σ(x)n . (3.16)

Para demostrar la existencia del primer tensor de Piola-Kirchhoff, basta
con recordar la definición de la tensión nominal y emplear la primera parte
de este teorema. Usando ambos resultados, y eliminando las dependencias
funcionales por simplicidad, se sigue que:

T dA = t da = σnda = σJF−TN dA,

por lo que se satisface la relación (3.7) si el tensor de Piola-Kirchhoff es

P = JσF−T .

El tensor de tensión nominal parece un objeto extraño. Sin embargo, es
muy útil para mecánica de sólidos donde la configuración de referencia se
conoce y la deformada es una incógnita.

3.2.1. Interpretación f́ısica de las componentes del tensor de
tensiones

Cada una de las componentes de σ en una base tiene un significado
especial y en reciben nombres que hacen referencia a su dirección, como
veremos a continuación. Si escogemos una base cualquiera B = {e1, e2, e3},
el vector tensión en un punto x ∈ Bt que actúa sobre una superfice de
normal ei que pasa por dicho punto es ti = σei. La tensión normal a esta
superficie es por tanto

σii = ei · ti = ei · σei (3.17)

(no hay una suma en los sub́ındices repetidos) y las tensiones tangencia-
les o cortantes a esta superficie son pues

σij = ei · σej con i ̸= j . (3.18)

En general, la componente σij es el valor de la tensión que actúa sobre una
superficie de normal ej , en dirección ei, y cuando i ̸= j, a veces se emplea
la notación τij = σij para las tensiones tangenciales.

Para un plano cualquiera de normal n, no necesariamente un plano coor-
denado, el vector tensión puede descomponerse en una componente normal
y otra tangencial. La primera tiene una proyección sobre n que es

σn := n · σn . (3.19)
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La componente sobre el plano de normal n, es decir la componente tangen-
cial, tiene por módulo

|τ | =
√

|t|2 − σ2n . (3.20)

Estos dos escalares se conocen como las componentes intŕınsecas de la
tensión sobre el plano de normal n y se llaman aśı pues no dependen del
sistema de coordenadas en el que se exprese la tensión y la normal.

3.2.2. Descomposición del tensor de tensiones

Como todo tensor de segundo orden, el tensor σ puede descomponerse
en una parte esférica y otra desviadora. Si definimos la presión en un punto
como la función

p = −1

3
tr(σ), (3.21)

entonces podemos escribir

σ = −pI + s, (3.22)

siendo s la parte desviadora de la tensión. La presión p es la fuerza normal
por unidad de área media que se ejerce sobre las seis caras de un cubo
infinitesimal y por tanto coincide con el concepto f́ısico de presión.

3.3. Tensiones principales

En el caṕıtulo 4 se demostrará que el tensor de tensiones de Cauchy es
simétrico. Tomando este dato como bueno, podemos emplear los resultados
de la sección 1.2.5 y asegurar que σ tiene tres autovalores reales σI ≥ σII ≥
σIII y tres autovectores asociados wI ,wII ,wIII —llamados las direcciones
principales de tensión— que forman una base ortonormal en la que la tensión
se diagonaliza.

Las tensiones principales satisfacen la propiedad

σI = máx
n
n · σn ≥ mı́n

n
n · σn = σIII , (3.23)

es decir que sobre los planos de normal wI y wIII actúan las tensiones
con la máxima y mı́nima componente normal, respectivamente. Pero es que
además, para cualqueir pareja de direcciones principales de tensión distintas
(α ̸= β) se cumple que

ταβ = wα · σwβ = wα · σβwβ = 0 . (3.24)

En otras palabras, en un estado de tensión arbitrario no hay tensiones tan-
genciales sobre los planos cuyas normales sean direcciones principales de
tensión. Nótese que en la expresión (3.24) no se usa la convención de ı́ndices
repetidos.
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3.4. Estados tensionales sencillos

Identificamos en esta sección algunos estados tensionales que son rele-
vantes por su sencillez y porque aparecen en algunas estructuras cuando se
ven sometidas a cargas también sencillas.

En primer lugar, como en el caso de la deformación, definimos un estado
de tensión homogénea como aquel en el que el tensor de tensiones de
Cauchy no depende del punto en la configuración deformada.

El estado tensional más simple es el de tensión o compresión pura .
En ellos, el tensor de tensión de Cauchy tiene por expresión

σ = αn⊗ n , (3.25)

siendo n un vector unitario cualquiera. Si α > 0 se dice que el punto está
sometido a tracción y si α < 0, a compresión. En este estado, la dirección
n es una dirección principal de tensión asociada a la tensión principal α.
Cualquier vector perpendicula a n es una dirección principal asociada a la
tensión principal cero. Como hay un autovalor repetido dos veces se dice que
el estado tensional es ciĺındrico.

Un punto se encuentra sometido a un estado de tensión hidrostática
si el tensor de Cauchy es de la forma

σ = −p I . (3.26)

El escalar p es la presión y cualquier dirección del espacio es una dirección
principal aśı que el estado se llama esférico. La presión puede ser positiva o
negativa.

Por último, un punto se encuentra en un estado de cortante puro si el
tensor de tensiones es de la forma

σ = τ (n⊗m+m⊗ n) , (3.27)

siendo m,n dos vectores unitarios ortogonales entre śı. Las tensiones prin-
cipales de este estado tensional son σI = τ , σII = 0 y σIII = −τ .

3.5. Otros tensores de tensión

En el caṕıtulo 2 se vio que existen infinitos tensores de deformación y que
todos ellos coinciden con el tensor de deformaciones infinitesimales cuando
la deformación es muy pequeña. En este caṕıtulo se han presentado dos
tensores de tensión, el de Cauchy y el primero de Piola-Kirchhoff. Pues bien,
también en este caso existen infinitos tensores de tensión que se emplean
según la conveniencia del modelo y la deformación que se use.

Como se demostrará más adelante, el primer tensor de Piola-Kirchhoff
no es simétrico y se define el segundo tensor de Piola-Kirchhoff como

S := F−1P = JF−1σF−T , (3.28)



76 Mecánica de medios continuos I. Romero

que es simétrico al serlo también σ.
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Resumen de fórmulas importantes

Teorema de Cauchy t(x,n) = σ(x)n

T (X,N) = P (X)N

Primer tensor de tensión de Piola-Kirchhoff P = J σF−T

Segundo tensor de tensión de Piola-Kirchhoff S = F−1P

Componente normal de la tensión σn = t · n = n · σn

Componente tangencial de la tensión |τ | =
√
|t|2 − σ2n
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Problemas

Problema 3.1. Un cilindro de sección A y longitud L está fabricado de un
material incompresible. En su configuración de referencia está alineado con
el eje Z de un sistema de coordenadas cartesiano colocado en el centro de
una de sus caras planas y todos sus puntos tienen coordenada Z no negativa.

Sobre la cara plana más alejada del plano XY se aplican unas tensiones
normales t̄ = σ k de tal manera que el cilindro se deforma alargándose y en su
configuración deformada también tiene forma ciĺındica, ahora de longitud ℓ.
La superficie lateral del cilindro está en todo momento libre de tensiones.
Se pide:

a) Encontrar una expresión para el campo de deformación φ y calcular
a partir de esta el gradiente de deformación (nota: usar coordenadas
ciĺındricas)

b) Plantear una expresión plausible del tensor de tensiones de Cauchy de
tal manera que se satisfagan las condiciones de contorno de tensión en
todas las caras del cilindro deformado.

c) Encontrar la expresión de los tensores de Piola-Kirchhoff.

d) Deducir la expresión vectorial de la tensión de Kirchhoff en todo el
contorno del cilindro.

Problema 3.2. Un cilindro de tiene su eje alineado con la dirección e1 y
está sometido a un estado tensional σ(x) = Te1 ⊗ e1. En la configuración
deformada el cilindro tiene longitud L y sus puntos tienen coordenada 0 ≤
x1 ≤ L.

a) Encontrar la fuerza de superficie que se ejerce sobre la cara x1 = L
con normal n = e1 y sobre la cara x1 = 0 y normal n = −e1.

b) Comprobar que no existen fuerzas de superficie sobre la cara lateral.

c) Calcular el vector tensión en una superficie interna de normal n =
(e1 + e2)/

√
2. Encontrar la componente normal y tangencial de este

vector de tensiones.

Problema 3.3. La norma de la parte desviadora del tensor de tensión
de Cauchy σ juega un papel muy importante en mecánica de sólidos, en
particular en modelos inelásticos. Llamando a dicha componente desviadora
s, demostrar que el invariante J2(s) =

1
2∥s∥

2 se puede escribir como

J2(s) =
1

6

(
(σI − σII)

2 + (σII − σIII)
2 + (σIII − σI)

2
)
.
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σI

σII

σIII

n

Figura 3.2: Figura del problema 3.3.

Considerar ahora las tensiones sobre un plano octaédrico del espacio de
tensiones principales (ver figura 3.2), es decir, de normal

n = ±1

3
vI ±

1

3
vII ±

1

3
vIII .

Demostrar que la componente normal y tangencial de la tensión sobre cual-
quiera de esos planos son

σn =
I1(σ)

3
, τ =

√
2

3
J2(s) .

Problema 3.4. Un bloque deformable tiene una configuración de referencia
definida por sus tres coordenadas cartesianas

X ∈ (A,B) , Y ∈ (−ℓY
2
,
ℓY
2
) , Z ∈ (−ℓZ

2
,
ℓZ
2
) ,

con B > A > 0. Dicho cuerpo experimental un movimiento φt cuyas com-
ponentes ciĺındricas (r, θ, z) son

φr(X,Y, Z, t) = (2α(t)X)1/2 , φθ(X,Y, Z, t) = β(t)Y , φz(X,Y, Z, t) =
Z

α(t)β(t)
,

siendo α y β dos funciones diferenciables tales que α(t)β(t) ̸= 0.

a) Representa gráficamente la deformación.

b) Sobre las caras θ = ±β(t) ℓY2 actúan tensiones que tienen por expresión
t(x, t) = σ(t)(r− A+B

2 ) eθ. Calcular la fuerza y el momento resultante
de dicha distribución de tensiones en cada una de estas dos caras.
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c) Sabiendo que el resto de las caras del bloque están libres de tensiones,
comprueba que el tensor σ(x, t) = t(x, t)⊗ eθ cumple las condiciones
de contorno de tensión de todo el cuerpo.

d) Encuentra la expresión del primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
y dibuja el campo de vectores materiales de tensión.
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Caṕıtulo 4

Leyes de balance y
conservación

Los cuerpos continuos, sin excepción, se comportan verificando ciertas
leyes de balance o conservación que están dictadas por la termodinámica
o la f́ısica en general y que la Mecánica de Medios Continuos se limita a
recoger y expresar con un lenguaje matemático. Estos principios, por tanto,
no son demostrables.

El objetivo de este caṕıtulo es tomar las leyes fundamentales de la ter-
momecánica y expresarlas de manera precisa utilizando el lenguaje de la
Mecánica de Medios Continuos. Manipulando estas expresiones será posible
formularlas de manera integral o diferencial y, en cualquier caso, tanto de
forma espacial como material. Esta última distinción no se puede valorar
todav́ıa, pero será fundamental para el estudio de los sólidos y los fluidos en
caṕıtulos posteriores.

Es importante subrayar la importancia de la termodinámica para los
postulados de este caṕıtulo [1]. Un estudio más profundo de la Mecánica
de Medios Continuos requeriŕıa dedicar más espacio a su análisis detallado
[2, 3].

4.1. Curvas, superficies y volúmenes materiales

En general, las leyes de balance expresan cómo cambia el valor de alguna
cantidad f́ısica definida sobre un conjunto de puntos del cuerpo o del espacio.
Para poder enunciar cualquiera de estas leyes es necesario, por tanto, recor-
dar la forma en la que se calculan las derivadas temporales de cantidades
integrales definidas sobre este tipo de conjuntos.

Consideremos el movimiento φt : Bref → R3 de un cuerpo continuo y
C(α) una curva [a1, a2] ∋ α 7→ Bref . Una curva material ct es el lugar
geométrico del espacio ocupado por la curva C en cada instante de tiempo,

81
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So

St

ϕ

Figura 4.1: Una superficie material se deforma acompañando al resto del
cuerpo.

es decir,

ct(α) = φt(C(α)) . (4.1)

De manera análoga, si se considera ahora una superficie en el cuerpo
X = S(α, β) con α ∈ [a1, a2] y β ∈ [b1, b2], una superficie material es el
lugar geométrico del espacio ocupado por dicha superficie en cada instante
de tiempo al ser arrastrada por el movimiento, es decir

st(α, β) = φt(S(α, β)) . (4.2)

Por último, un volumen material es la región del espacio ocupada por las
part́ıculas que forman una región del cuerpo Bref cuando estas se arrastran
por el movimiento. Es decir, dada una región P ⊆ Bref , un volumen material
es la región del espacio

pt = φt(P ref ) . (4.3)

En este caṕıtulo será necesario evaluar integrales en curvas, superficies
o volúmenes materiales. Es a menudo útil en estos casos realizar un cambio
de variable para expresar dichas integrales en el dominio de referencia. Por
ejemplo, si ψ : R3 × [0, T ] → R es un campo escalar definido en el espacio,
una integral de curva se puede expresar como

I1(t) =

∫
ct

ψ(x, t) ds =

∫
C
ψ(φt(X), t)

(
C ′(α) ·C(X, t)C ′(α)

)1/2
dα .

(4.4)

Empleando el mismo razonamiento, una integral sobre una superficie ma-
terial de un campo vectorial v : R3 × [0, T ] → R3 se puede escribir de dos
maneras

I2(t) =

∫
st

v(x, t) · n(x) da =

∫
S
v(φt(X), t) · adj(F (X, t))N(X) dA .

(4.5)
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Por último, la integral sobre una región o volumen material también se puede
escribir de dos formas:

I3(t) =

∫
ptψ(x, t) dv =

∫
P
ψ(φt(X), t) J(X, t) dV . (4.6)

4.1.1. Derivadas de integrales sobre conjuntos materiales

En varias ocasiones, durante el transcurso de este caṕıtulo, será nece-
sario calcular la derivada de cantidades integrales definidas sobre conjuntos
materiales. Por ejemplo, sea I una cantidad definida a través de una integral
sobre un volumen material

I =

∫
Pt

ψ(x, t) dv , (4.7)

donde Pt = φt(Pref ) y ψ(x, t) es una función escalar cualquiera definida
sobre puntos del espacio. Si se desea calcular la derivada temporal de I,
habrá que tener en cuenta que no sólo el integrando, sino también el dominio
de integración, dependen del tiempo. Para realizar esta derivada basta con
realizar un cambio de variable en el dominio de integración, expresándolo
en un dominio de integración fijo, tomar las derivadas necesarias y deshacer
el cambio de variable. El procedimiento, de forma detallada, es el siguiente:

İ =
d

dt

∫
Pt

ψ(x, t) dv

=
d

dt

∫
φt(Pref )

ψ(x, t) dv

=
d

dt

∫
Pref

ψ(φ(X, t), t) J(X, t) dV

=

∫
Pref

(
d

dt
ψ(φ(X, t), t) J(X, t) + ψ(φ(X, t), t) J̇(X, t)) dV

=

∫
Pref

(
d

dt
ψ(φ(X, t), t) J(X, t) + ψ(φ(X, t), t) J(X, t)(∇x·v ◦φt)(X, t)) dV

=

∫
Pt

(
D

Dt
ψ(x, t) + ψ(x, t)∇x·v(x, t)) dv

=

∫
Pt

(
∂ψ

∂t
(x, t) +∇x·(ψ(x, t)v(x, t)) dv

(4.8)

Se ha empleado que la derivada temporal del jacobiano es J̇ = J ∇x·v.
Esta forma de calcular derivadas de cantidades materiales es válida tam-

bién, con las modificaciones pertinentes, para derivar cantidades integrales
sobre curvas y superficies materiales. La idea, como en el caso desarrollado,
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consiste siempre en transformar el dominio de integración en un dominio
fijo en el espacio de referencia y que permita derivar sin problema dentro de
la integral. Una vez realizadas estas derivadas, el cambio de variable ha de
deshacerse.

4.1.2. Teorema del transporte de Reynolds

La derivada temporal de una cantidad integral I definida sobre un vo-
lumen material Pt = φt(Pref ) se ha calculado en la expresión (4.8). Esta
cantidad admite una expresión alternativa que es objeto del siguiente teore-
ma:

Teorema 4.1.1. Sea ψ(x, t) un campo escalar espacial. Para toda región
material Pt = φt(Pref ) con contorno ∂Pt y normal exterior n(x), la deri-
vada de la integral I definida en (4.7) viene dada por

İ =

∫
Pt

∂ψ(x, t)

∂t
dv +

∫
∂Pt

ψ(x, t)v(x, t) · n(x) da . (4.9)

Demostración. En primer lugar, observamos la relación elemental:

Dψ

Dt
+ ψ∇x·v =

∂ψ

∂t
+∇x·(ψ v) . (4.10)

A partir del desarrollo (4.8) y empleando el teorema de la divergencia se
obtiene:

İ =

∫
Pt

(
D

Dt
ψ(x, t) + ψ(x, t)∇x·v(x, t)) dv

=

∫
Pt

(
∂ψ

∂t
(x, t) +∇x·(ψ(x, t)v(x, t))) dv

=

∫
Pt

∂ψ

∂t
(x, t) dv +

∫
∂Pt

ψ(x, t)v(x, t) · n(x) da.

(4.11)

El teorema de Reynolds indica que el cambio en la integral I tiene dos
componentes: la primera se debe a la variación temporal de la función ψ,
ignorando el cambio del dominio sobre el que se integra. La segunda contri-
bución se debe al flujo saliente de la cantidad ψ a través de la superficie que
delimita el volumen material Pt.

4.2. Curvas, superficies y volúmenes de control

Además de los conjuntos tratados en la sección anterior existe otro tipo
que también son de utilidad en la Mecánica de Medios Continuos, y en la
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teoŕıa de campos en general. Bajo el nombre de conjuntos de control se
hace referencia simplemente a conjuntos fijos en el espacio. Por ejemplo, una
superficie de control podŕıa ser un plano fijo en el espacio. A diferencia de
las superficies materiales, las superficies de control pueden coincidir con la
posición de part́ıculas del medio continuo que cambian con el tiempo. Si el
medio continuo se está deformando, es obvio que su intersección con una
superficie fija (respectivamente, curva o volumen) corresponda a part́ıculas
distintas.

Las superficies y volúmenes de control son especialmente útiles en Mecáni-
ca de Fluidos, donde la posición en cada instante de las part́ıculas del fluido
suele ser irrelevante. En cambio, la interacción (de fuerza, calor, trabajo, etc)
con un dominio fijo suele ser de interés. Por ejemplo considérese el flujo de
agua a través de una tubeŕıa. El volumen de control que puede considerarse
es el que queda delimitado por la superficie de la tubeŕıa y dos secciones
transversales. Este dominio es fijo, y puede ser necesario conocer el compor-
tamiento del agua que lo ocupa en un cierto instante. Un instante posterior,
las part́ıculas contenidas en dicha región habrán cambiado, aunque esta siga
igual.

4.2.1. Flujo a través de una superficie de control

Sea ψ un campo escalar que indica la concentración en un medio continuo
de una cierta cantidad por unidad de volumen. Por ejemplo, la salinidad en
un fluido, la cantidad de contaminante en el mismo, etc. Considérese también
una superficie de control S con normal exterior n(x). Si se desea calcular
el flujo de dicha cantidad a través de la superficie de control éste se puede
calcular integrando los flujos diferenciales

dϕ = ψ v · n da . (4.12)

Esta integral es pues

ϕ =

∫
S
dϕ =

∫
S
ψ v · n da , (4.13)

y sus unidades son las de la cantidad ψ, por unidad de tiempo.

4.3. Balance de masa

La masa de un medio continuo es una cantidad constante, al menos en los
medios que consideramos en este curso. A partir de este postulado podemos
obtener relaciones matemáticas que indican cómo se redistribuye la masa en
un cuerpo. Existen varias maneras de expresar este postulado, todas ellas
equivalentes, y en esta sección se presentan tres de ellas.

Antes de obtener las expresiones matemáticas del principio de con-
servación de masa definimos el concepto de densidad . Esta cantidad,
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que denominamos ρ, es la masa espećıfica de un cuerpo y puede depender del
punto y del instante en el que se calcule. Para definirla, se considera una re-
gión Ω(x) que contiene al punto x, de volumen v(x) y con masa m(Ω(x), t).
Entonces se define

ρ(x, t) = ĺım
v(x)→0

m(Ω(x), t)

v(x)
. (4.14)

A partir de la definición se observa que la densidad ρ es un campo es-
calar espacial. Repitiendo el mismo argumento en el espacio de referencia
también se puede definir una densidad de referencia ρref que, en general,
dependerá de la part́ıcula X, pero no del tiempo.

4.3.1. Expresión integral de la conservación de masa

El principio de conservación de masa se puede expresar matemáticamente
indicando que la masa de cualquier volumen material del cuerpo continuo
es la misma en todo instante:∫

Pref

ρref (X) dV =

∫
Pt

ρ(x, t) dv (4.15)

siendo, como siempre, Pt = φt(Pref ).

4.3.2. Expresión diferencial lagrangiana del principio de con-
servación de masa

La relación integral (4.15) expresa de forma muy clara el principio de
conservación de masa pero no muy útil a la hora de resolver problemas.
La expresión equivalente que ahora deducimos śı que se emplea con más
facilidad.

A partir de la expresión integral (4.15), y mediante un cambio de variable
de la integral del lado derecho se obtiene la relación:∫

Pref

ρref (X) dV =

∫
Pref

ρ(φ(X, t), t) J(X, t) dV . (4.16)

Puesto que las dos integrales son iguales, y dicha igualdad es válida para
cualquier región Pref , los integrando han de ser iguales en todo punto, es
decir,

ρref = (ρ ◦φt) J . (4.17)

Como todas las cantidades en esta igualdad dependen de las coordenadas
materiales del punto (y del tiempo), se dice que es la expresión lagrangiana
de la conservación de masa.
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4.3.3. Expresión diferencial euleriana. Ecuación de continui-
dad

El principio de conservación de la masa expresa que la masa de una región
material cualquiera Pref en un medio continuo, calculada mediante (4.15) es
una cantidad fija y por lo tanto su derivada temporal es nula. Si llamamos
m(Pref ) a la masa total de dicha región material, mediante la expresión (4.8)
se tiene que

ṁ(Pt) =
∫
Pt

(
D

Dt
ρ(x, t) + ρ(x, t)∇x·v(x, t)) dv = 0 . (4.18)

Puesto que esta relación ha de ser válida para cualquier región material,
el integrando debe de anularse. Se deduce que la expresión diferencial del la
ley de conservación de masa se puede expresar también como:

D

Dt
ρ(x, t) + ρ(x, t)∇x·v(x, t) = 0. (4.19)

Los campos que aparecen en esta última expresión depende de las coorde-
nadas espaciales x y del tiempo, y por lo tanto es una relación euleriana.
Nótese que la derivada temporal de la densidad que aparece en la expresión
anterior es la derivada temporal material, es decir, cuando la derivada parcial
respecto al tiempo cuando la part́ıcula X permanece constante. Mediante
las fórmulas estudiadas en el caṕıtulo de cinemática la expresión (4.19) se
puede desarrollar de la siguiente manera:

0 =
∂ρ(x, t)

∂t
+∇xρ(x, t) · v(x, t) + ρ(x, t)∇x·v(x, t) , (4.20)

o de forma más compacta:

∂ρ(x, t)

∂t
+∇x·(ρ(x, t)v(x, t)) = 0 . (4.21)

Esta última expresión diferencial se conoce como la ecuación de conti-
nuidad .

4.3.4. Balance de masa en un volumen de control

Sea P un volumen de control cualquiera, con contorno ∂P de normal
exterior n(x). El cambio de la masa total de dicho volumen se puede calcular,
empleando la ecuación de continuidad y el teorema de la divergencia, de la
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siguiente manera:

ṁ(P) =
d

dt

∫
P
ρ(x, t) dv

=

∫
P

∂ρ(x, t)

∂t
dv

= −
∫
P
∇x·(ρ(x, t)v(x, t)) dv

= −
∫
∂P
ρ(x, t)v(x, t) · n(x) da .

(4.22)

Esta expresión indica que el cambio de la masa contenida en la región de
control es debido al flujo saliente de masa.

▷ Ejemplo 4.3.1. Sea ψ(x, t) un campo espacial escalar, vectorial o tenso-
rial y Pt una región material de un cuerpo continuo. Demostrar la siguiente
identidad:

d

dt

∫
Pt

ρ(x, t) ψ(x, t) dv =

∫
Pt

ρ(x, t)
Dψ

Dt
(x, t) dv . (4.23)

Para demostrar la identidad basta con emplear el mismo proceso que en la
sección 4.1, transformando la integral a un dominio fijo:

d

dt

∫
Pt

ρ(x, t)ψ(x, t) dv =
d

dt

∫
Pref

ρ(φ(X, t), t) ψ(φ(X, t), t)J(X, t) dV

=
d

dt

∫
Pref

ρref (X) ψ(φ(X, t), t) dV

=

∫
Pref

ρref (X)
d

dt
ψ(φ(X, t), t) dV

=

∫
Pt

ρ(x, t)
Dψ

Dt
(x, t) dv .

(4.24)

◁

4.3.5. Incompresibilidad

Se dice que una deformación es isocórica cuando el volumen de toda
región material permanece constante durante la misma. Para ello es impres-
cindible que el jacobiano de la deformación J = detF , que expresa el cambio
de volumen diferencial, sea constante y de valor unidad. Un cuerpo continuo
es incompresible si únicamente admite deformaciones isocóricas.

En una deformación isocórica, la densidad de una part́ıcula material no
cambia, es decir,

ρ ◦φt = ρref , (4.25)
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que en forma de tasa se puede escribir como

Dρ

Dt
(x, t) = 0 . (4.26)

A partir de la expresión lagrangiana del balance de masa (4.17) se deduce
que en una deformación isocórica J(X, t) = 1. Finalmente, a partir de la
expresión euleriana de la ecuación del balance de masa (4.19) concluimos
que en este tipo de deformaciones

∇x·v(x, t) = 0 (4.27)

▷ Ejemplo 4.3.2. Demostrar que un flujo cuyo campo de velocidad espacial
es:

v(x1, x2, x3, t) =
3x2

x21 + x22
e1 −

3x1
x21 + x22

e2 , (4.28)

es incompresible.
Basta con calcular la divergencia del campo de velocidades:

∇x·v(x1, x2, x3, t) = − 6x1x2
(x21 + x22)

2
+

6x1x2
(x21 + x22)

2
= 0 . (4.29)

◁

▷ Ejemplo 4.3.3. Un sólido sufre una deformación cuya expresión es

φ(X, t) = (e−tX1, e
−tX2, e

2tX3) . (4.30)

Demostrar que la deformación es incompresible.
Si se calcula el gradiente de la deformación F y su determinante:

[F (X, t)] =

e−t 0 0
0 e−t 0
0 0 e2t

 , J(X, t) = detF (X, t) = 1 ,

se comprueba que éste último es constante y tiene valor unidad, con lo que
se verifica la incompresibilidad de la deformación. ◁

4.4. Balance de cantidad de movimiento

La segunda ley de Newton, que establece la proporcionalidad entre las
fuerzas aplicadas sobre un sistema de part́ıculas y el cambio en su cantidad
de movimiento, es válida también en el contexto de los medios continuos.
Para este tipo de cuerpos se establecen a continuación las expresiones inte-
grales y diferenciales de dicho principio.
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En primer lugar definimos el concepto de cantidad de movimiento L
de una región material cualquiera Pt = φt(Pref ) de un cuerpo continuo.
Esta cantidad viene dada por la integral de la cantidad de movimiento de
cada una de las part́ıculas que lo conforman, es decir,

L(Pt) :=
∫
Pref

ρref (X)V (X, t) dV =

∫
Pt

ρ(x, t)v(x, t) dv . (4.31)

En la expresión anterior se presentan la forma lagrangiana y euleriana de la
cantidad de movimiento de la región Pt.

La región Pt puede estar sometida a fuerzas exteriores de origen
másico o de contacto sobre su contorno ∂Pt. Las fuerzas exteriores apli-
cadas sobre un cuerpo continuo por unidad de masa en la configuración
deformada están descritas por el campo vectorial b(x, t). Las fuerzas sobre
el contorno, definidas por unidad de superficie en la configuración deforma-
da, se indicarán como t(x, t).

Para los desarrollos que siguen definimos el campo de fuerzas por uni-
dad de masa en la configuración de referencia B y el campo de fuerzas de
superficie por unidad de área en la configuración de referencia T mediante
las expresiones:

B(X, t) = (b ◦φ)(X, t) , T (X, t) dA = (t ◦φ)(X, t) da . (4.32)

La resultante de todas las fuerzas que actúan sobre la región material Pt
se puede expresar de las dos maneras siguientes:

F ext(Pt) =
∫
Pref

ρref (X)B(X, t) dV +

∫
∂Pref

T (X, t) dA

=

∫
Pt

ρ(x, t) b(x, t) dv +

∫
∂Pt

t(x, t) da .

(4.33)

4.4.1. Expresión integral del balance de cantidad de movi-
miento

La ley de balance de la cantidad de movimiento establece (no es demos-
trable) la validez de la segunda ley de Newton en sistemas continuos, es
decir, que para toda región material Pt = φt(Pref )

F ext(Pt) = L̇(Pt) . (4.34)

Empleando el resultado (4.23) y las definiciones (4.4) y (4.31), obtenemos
la expresión integral del balance de la cantidad de movimiento∫
Pref

ρref (X)A(X, t) dV =

∫
Pref

ρref (X)B(X, t) dV+

∫
∂Pref

T (X, t) dA ,

(4.35)
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en su forma lagrangiana, siendo A(X, t) = V̇ (X, t). De forma similar, la
forma euleriana de esta ley de balance es:∫

Pt

ρ(x, t)a(x, t) dv =

∫
Pt

ρ(x, t) b(x, t) dv +

∫
∂Pt

t(x, t) da , (4.36)

donde la a = A ◦φ−1
t = Dv

Dt es la aceleración espacial.

4.4.2. Expresión diferencial euleriana del balance de canti-
dad de movimiento

De la misma manera que la ley de conservación de masa, la ley de balance
de la cantidad de movimiento se puede formular para volúmenes diferenciales
sin más que emplear alguna relación del cálculo integral de tensores. Para
obtener la expresión euleriana diferencial, recordamos del caṕıtulo 3 que la
fuerza por unidad de superficie que se ejerce sobre una parte cualquiera de
un medio continuo es

t(x, t) = σ(x, t)n(x) , (4.37)

siendo σ el tensor de tensiones de Cauchy. Empleando esta última expresión
y el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de superficie
de las fuerzas externas sobre Pt en una integral de volumen:∫

∂Pt

t(x, t) da =

∫
∂Pt

σ(x, t)n(x) da =

∫
Pt

∇x·σ(x, t) dv . (4.38)

Por lo tanto, para cualquier parte material Pt del medio continuo, la ex-
presión euleriana integral del balance de cantidad de movimiento se puede
expresar como:∫

Pt

(ρ(x, t)a(x, t)−∇x·σ(x, t)− ρ(x, t)b(x, t)) dv = 0 . (4.39)

Como esta última expresión se anula para cualquier región material, el in-
tegrando ha de ser cero y concluimos

∇x·σ(x, t) + ρ(x, t) b(x, t) = ρ(x, t)a(x, t) . (4.40)

4.4.3. Expresión diferencial lagrangiana del balance de can-
tidad de movimiento

En numerosas ocasiones, fundamentalmente relacionadas con el trata-
miento y formulación de problemas relacionados con cuerpos sólidos, resul-
ta práctico emplear una formulación lagrangiana de la ley de balance de
cantidad de movimiento. Esta formulación, que se presenta a continuación,
permite expresar la relación de equilibrio en función de cantidades, tenso-
riales y vectoriales, que dependen de las coordenadas materiales X ∈ Bref
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y que tienen una interpretación geométrica relacionada con la configuración
de referencia del sólido.

Recordemos del caṕıtulo 3 el concepto del primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff, representado con el śımbolo P , que verifica

σn da = PN dA . (4.41)

Para obtener la expresión diferencial lagrangiana del balance de cantidad de
movimiento transformamos las integrales que aparecen en∫

∂Pref

T (X, t) dA =

∫
∂Pref

P (X, t)N(X) dA =

∫
Pref

∇X ·P (X, t) dV .

(4.42)
resultando en∫

Pref

(ρref (X)A(X, t)−∇X ·P (X, t)− ρref (X)B(X, t)) dV = 0 . (4.43)

Puesto que la integral se anula para cualquier región material, el integrando
ha de anularse también y se puede concluir

∇X ·P (X, t) + ρref (X)B(X, t) = ρref (X)A(X, t) (4.44)

4.5. Balance de momento cinético

La ley de balance del momento cinético expresa que en un sistema
mecánico el momento respecto de un punto fijo de las fuerzas externas es
igual al cambio del momento cinético del mismo. En esta sección estudia-
mos las consecuencias de aplicar este principio a la dinámica de los medios
continuos.

En primer lugar escribimos el momento cinético de un medio continuo
como la suma (integral) del momento cinético de cada diferencial de volumen
que lo forma. De esta manera, para cualquier región material Pt = φ(Pref ),

J(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t)x× v(x, t) dv

=

∫
Pref

ρref (X)φ(X, t)× V (X, t) dV .
(4.45)

El momento de las fuerzas exteriores sobre la región Pt, que llamaremos
M ext, también se puede expresar de forma euleriana o lagrangiana:

M ext(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t)x× b(x, t) dv +
∫
∂Pt

x× t(x, t) da

=

∫
Pref

ρref (X)φ(X, t)×B(X, t) dV

+

∫
∂Pref

φ(X, t)× T (X, t) dA .

(4.46)
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▷ Ejemplo 4.5.1. Demostrar que las expresiones lagrangianas y eulerianas
del momento cinético y del momento de las fuerzas exteriores son equivalen-
tes. ◁

4.5.1. Expresión integral del balance del momento cinético

La ley del balance del momento cinético postula que el cambio temporal
del momento cinético de un cuerpo es igual al momento, respecto de un punto
fijo o el centro de gravedad, de las fuerzas que están aplicadas sobre este.
Empleando la notación definida, esta ley se escribe de la siguiente manera:

J̇(Pt) =M ext(Pt) . (4.47)

La derivada temporal J̇ se puede desarrollar utilizando la expresión (4.45)

J̇(Pt) =
d

dt

∫
Pt

ρ(x, t)x× v(x, t) dv

=
d

dt

∫
Pref

ρ(φ(X, t), t)φ(X, t)× V (X, t) J(X, t) dV

=
d

dt

∫
Pref

ρref (X) (φ(X, t)× V (X, t)) dV

=

∫
Pref

ρref (X) (V (X, t)× V (X, t) +φ(X, t)×A(X, t)) dV

=

∫
Pt

ρ(x, t)x× a(x, t) dv .

(4.48)

Por tanto, la expresión integral euleriana del balance del momento cinético
queda:∫

Pt

ρ(x, t)x× a(x, t) dv =

∫
Pt

ρ(x, t)x× b(x, t) dv +
∫
∂Pt

x× t(x, t) da .

(4.49)
La expresión integral lagragiana del balance de momento cinético se ob-

tiene fácilmente a partir de la última expresión y resulta:∫
Pref

ρref (X)φ(X, t)×A(X, t) dV =

∫
Pref

ρref (X)φ(X, t)×B(X, t) dV

+

∫
∂Pref

φ(X, t)× T (X, t) dA .

(4.50)

▷ Ejemplo 4.5.2. Demostrar que las expresiones (4.49) y (4.50) son equi-
valentes. ◁
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4.5.2. Expresión diferencial del balance de momento cinético

Al igual que en el caso de las dos leyes de balance estudiadas anterior-
mente, la expresión integral del balance de momento cinético es fácil de
obtener pero de utilidad limitada para la resolución de problemas. A con-
tinuación buscamos una expresión diferencial de (4.49) que, como veremos,
es mucho más compacta, y de gran utilidad.

Para poder encontrar la expresión diferencial de (4.49) se necesita un
resultado que se demostró en el Caṕıtulo 1, a saber,∫

∂Pt

x× (σn) da =

∫
Pt

(x×∇x·σ + 2axial[σa]) dv . (4.51)

Para encontrar la expresión diferencial del balance de momento cinético
reescribimos la ecuación (4.49) como:∫

Pt

x× (ρ(x, t)a(x, t)− ρ(x, t) b(x, t)) dv =

∫
∂Pt

x× t(x, t) da . (4.52)

El lado de la izquierda se puede transformar empleando la ley del balance
de cantidad de movimiento:∫

Pt

x× (ρ(x, t)a(x, t)− ρ(x, t) b(x, t)) dv =

∫
Pt

x×∇x·σ(x, t) dv . (4.53)

El lado de la derecha de (4.53) se puede transformar utilizando el resulta-
do (4.51). Igualando estas dos ecuaciones transformadas se obtiene∫

Pt

x×∇x·σ(x, t) dv =

∫
Pt

x×∇x·σ(x, t) dv +
∫
Pt

2axial[σa] . (4.54)

Puesto que esta última expresión se cumple para cualquier región material
Pt, se debe verificar que axial[σa] = 0, por lo que la parte hemisimétrica de
σ debe de ser nula o que

σ = σT . (4.55)

Esta relación obtenida es la expresión euleriana diferencial de la ley de ba-
lance del momento cinético. Es inmediato comprobar que a partir de esta
expresión y de la definición del tensor de Piola-Kirchhoff, la expresión la-
grangiana diferencial de este mismo principio ha de ser:

P (X, t)F T (X, t) = F (X, t)P (X, t)T . (4.56)
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4.6. Balance de enerǵıa

En este apartado se tratan por primera vez en el curso aspectos de los
medios continuos que no son puramente mecánicos. Se abordan, en parti-
cular, cuestiones relacionadas con la transformación de la enerǵıa mediante
procesos mecánicos y térmicos, y su relación con el primer principio de la
termodinámica.

Recordamos, en primer lugar, el concepto de potencia, definido de forma
genérica como el trabajo realizado por unidad de tiempo. En el contexto
de los medios continuos consideramos Pt una región material cualquiera. Se
define la potencia mecánica Pext que se realiza sobre ella como el trabajo
por unidad de tiempo que efectúan las fuerzas exteriores, es decir,

Pext(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t)b(x, t) · v(x, t) dv +
∫
∂Pt

t(x, t) · v(x, t) da . (4.57)

4.6.1. El teorema de las fuerzas vivas

Cuando se aplica un trabajo exterior a un cuerpo continuo, éste se trans-
forma en otras formas de enerǵıa. Sin entrar en los detalles sobre las posibles
transformaciones termodinámicas, que ya se verán más adelante, se puede
realizar un sencillo balance energético simplemente a partir de la ecuación del
balance de cantidad de movimiento. En primer lugar definimos la enerǵıa
cinética K de una región material cualquiera Pt a partir de la enerǵıa de
cada una de sus partes diferenciales:

K(Pt) =
∫
Pt

1

2
ρ(x, t) |v(x, t)|2 dv , (4.58)

y también definimos un tipo de potencia llamado potencia tensional y
que tiene la expresión

Pten(Pt) =
∫
Pt

σ(x, t) : d(x, t) dv , (4.59)

siendo d = sim[∇xv], la tasa de deformación.

Teorema 4.6.1. La potencia exterior que se aplica sobre un volumen ma-
terial cualquiera Pt de un cuerpo continuo se invierte en incrementar su
enerǵıa cinética y en potencia tensional, es decir,

Pext(Pt) = K̇(Pt) + Pten(Pt) . (4.60)

Demostración. En esta demostración no aparecen, por simplificar, los argu-
mentos de todas los campos que se utilizan. Para probar el teorema emplea-
mos la siguiente identidad tensorial, que resulta del teorema de la divergencia
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y del balance de la cantidad de movimiento:

∫
∂Pt

t · v da =

∫
∂Pt

σn : v da

=

∫
∂Pt

σv : n da

=

∫
Pt

∇x·(σv) dv

=

∫
Pt

(∇x·σ · v + σ : ∇xv) dv

=

∫
Pt

((ρa− ρ b) · v + σ : d) dv .

(4.61)

Utilizando este identidad en la definición de la potencia externa se ob-
tiene:

Pext(Pt) =
∫
Pt

(ρa · v + σ : d) dv

=
d

dt

∫
Pt

ρ

2
|v|2 dv + Pten(Pt)

= K̇(Pt) + Pten(Pt) .

(4.62)

El teorema de las fuerzas vivas no es un resultado termodinámico sino
puramente mecánico. De forma simplificada considera que la enerǵıa apor-
tada a un cuerpo continuo o bien se transforma en incrementar/disminuir la
enerǵıa de su movimiento global (la enerǵıa cinética) o bien se transforma
“en otra cosa”, la potencia tensional. Los efectos termodinámicos aparecen
cuando se intenta comprender con más detalle el contenido de la potencia
tensional. Nótese que en un cuerpo ŕıgido, la tasa de deformación d es nula
con lo cual toda la potencia exterior aplicada ha de transformarse en cambiar
su enerǵıa cinética.

4.6.2. Expresión lagrangiana del teorema de las fuerzas vivas

Como en todos los desarrollos anteriores, el teorema de las fuerzas vivas
se puede expresar, de forma completamente equivalente, empleando campos
lagrangianos. Para ello, basta con reformular los diversos tipos de enerǵıa y
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potencia que se han definido anteriormente de la siguiente manera:

Pext(Pt) =
∫
Pref

ρref (X) B(X) · V (X, t) dV +

∫
∂Pref

T (X, t) · V (X, t) dA ,

K(Pt) =
∫
Pref

1

2
ρref (X, t) |V (X, t)|2 dV ,

Pten(Pt) =
∫
Pref

P (X, t) : Ḟ (X, t) dV .

(4.63)

La equivalencia de las tres formas de potencia se con sus respectivas expre-
siones Eulerianas se deja como ejercicio.

▷ Ejemplo 4.6.2. Demostrar que la potencia tensional también se puede
expresar de la siguiente manera:

Pten(Pt) =
∫
Pref

S(X, t) : Ė(X, t) dV , (4.64)

siendo S el segundo tensor de Piola-Kirchhoff y E el tensor de deformación
de Green-lagrange.

Para demostrar la identidad basta con notar que

P : Ḟ = FS : Ḟ = S : sim[F T Ḟ ] = S : Ė . (4.65)

◁

4.6.3. El primer principio de la termodinámica

El primer principio de la termodinámica postula que la enerǵıa no se
crea ni se destruye, sino que únicamente se transforma. En esta sección
estudiamos las posibles transformaciones entre enerǵıa mecánica y térmica
de los cuerpos continuos.

Antes de estudiar sus posibles transformaciones energéticas definimos la
potencia térmica o caloŕıfica suministrada a una región Pt material de
un cuerpo continuo como la cantidad:

Pcal(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t) r(x, t) dv +

∫
∂Pt

h(x, t) da . (4.66)

En esta expresión, r es la tasa de calor suministrado o generado por uni-
dad de masa y tiempo en el medio continuo. Este calor puede tener origen
qúımico, radioactivo, etc. De forma similar, h es la tasa de calor que entra
por unidad de área y tiempo, a través de su contorno, en la región material.
El vector flujo de calor , por unidad de área y tiempo es q de forma que

h(x, t) = −q(x, t) · n(x) . (4.67)
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energía cinética
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Figura 4.2: Esquema de la transformación de la enerǵıa. La flecha de la
izquierda es resultado del teorema de las fuerzas vivas. La flecha de la
derecha es debida al primer principio de la termodinámica.

Usando este último vector, la potencia térmica se puede expresar de
forma equivalente como:

Pcal(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t) r(x, t) dv −
∫
∂Pt

q(x, t) · n(x, t) da

=

∫
Pt

(ρ(x, t) r(x, t)−∇x·q(x, t)) dv .
(4.68)

El primer principio de la termodinámica, enunciado cualitativamente
anteriormente, se puede expresar ahora de forma más precisa. Para cualquier
región material Pt, existe una función E llamada enerǵıa , que depende
únicamente del estado de dicha región, tal que su variación en el tiempo es
igual a la suma de la potencia exterior y caloŕıfica suministradas a dicha
región. De forma matemática:

Ė(Pt) = Pext(Pt) + Pcal(Pt) . (4.69)

El primer principio de la termodinámica también postula la existencia
de una cantidad intensiva y de estado, la enerǵıa interna U definida a
partir de la integral

U(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t)u(x, t) dv , (4.70)

tal que la enerǵıa total de una región material Pt se pueda expresar como
la suma de la enerǵıa interna y la cinética:

E(Pt) = K(Pt) + U(Pt) . (4.71)

Utilizando el teorema de las fuerzas vivas (4.60) y la expresión (4.69), la
ecuación anterior se puede escribir también de la siguiente manera:

Ė(Pt) = K̇(Pt) + U̇(Pt) = K̇(Pt) + Pten(Pt) + Pcal(Pt) , (4.72)
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y simplificando,
U̇(Pt) = Pten(Pt) + Pcal(Pt) . (4.73)

Esta última expresión indica que el cambio en enerǵıa interna de una región
en un cuerpo continuo se debe a la potencia tensional aplicada sobre él y
a la potencia térmica suministrada. También se puede entender, por tanto,
que la potencia tensional que se aplica a un cuerpo se puede transformar en
incrementar la enerǵıa interna del mismo o convertirse en enerǵıa térmica,
que sale del mismo (por ello el signo negativo):

Pten(Pt) = U̇(Pt)− Pcal(Pt) . (4.74)

La expresión (4.73) se puede expresar integralmente como:∫
Pt

ρ(x, t)
Du

Dt
(x, t) dv =

∫
Pt

[σ(x, t) : d(x, t)+ρ(x, t) r(x, t)−∇x·q(x, t)] dv .

(4.75)
Como dicha expresión ha de cumplirse para cualquier región Pt, también

ha de verificarse a nivel diferencial, es decir,

ρ
Du

Dt
= σ : d+ ρ r −∇x·q (4.76)

que no es sino la expresión Euleriana del primer principio de termodinámica
en medios continuos. Esta relación cuantifica el cambio de la densidad de
enerǵıa interna como la suma de tres contribuciones: el calor aportado, el
balance neto del flujo de calor y la pontencia recibida por el trabajo mecánico
de la tensiones proyectadas la tasa de deformación.

Como todas las leyes de balance estudidas hasta el momento, la ecua-
ción (4.76) tiene su contrapartida lagrangiana. Para encontrarla, definimos
el calor aportado por unidad de masa en la configuración de referencia, que
denominamos R, y el flujo de calor por unidad de area, también en la confi-
guración de referencia, que lo llamamos Q. Estas dos campos se definen de
manera que se verifica∫

Pt

ρ(x, t) r(x, t) dv =

∫
Pref

ρref (X)R(X, t) dV ,∫
∂Pt

q(x, t) · nda =

∫
∂Pref

Q(X, t) ·N dA .

(4.77)

Utilizando las expresiones de la transformación de volumen y área conclui-
mos que

R = r ◦φt , Q = JF−1(q ◦φt) . (4.78)

De manera análoga, la densidad de enerǵıa interna por unidad de volumen
en la configuración de referencia la llamamos U , esta verifica

U = u ◦φt . (4.79)
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Expresando la potencia tensional con campos tensoriales lagrangianos la
forma integral lagrangiana del primer principio de la termodinámica adopta
la expresión∫

Pref

ρref (X) U̇(X, t) dV =

∫
Pref

P (X, t) : Ḟ (X, t) dV

+

∫
Pref

ρref (X)R(X, t) dV −
∫
∂Pref

Q(X, t) ·N dA .

(4.80)

Finalmente, empleando el teorema de la divergencia en el término del calor
se sigue que

ρref U̇ = P : Ḟ + ρref R−∇X ·Q , (4.81)

que es la expresión lagrangiana del balance de enerǵıa.

4.7. La segunda ley de la termodinámica

El primer principio de la termodinámica enunciado en la sección anterior
explica el balance energético en procesos de cuerpos continuos que incluyen
efectos térmicos y dinámicos. Sin embargo este principio no proporciona in-
formación alguna sobre la posibilidad de que un determinado proceso ocurra
o no. Este dato lo proporciona el segundo principio de la termodinámica.

4.7.1. Formulaciones integrales

El segundo principio de la termodinámica postula lo siguiente:

a) Existe una función de estado intensiva θ, llamada la temperatura
absoluta cuyo valor es siempre positivo y es únicamente función de
la temperatura emṕırica , esto es, la que podemos medir con un
termómetro, en una escala cualquiera.

b) Existe otra función de estado, llamada entroṕıa y designada con el
śımbolo Ξ con las siguientes propiedades:

Es una función extensiva, es decir, que la entroṕıa Σ de una región
material Pt = Pt1∪Pt2, con Pt1∩Pt2 = ∅ es la suma de la entroṕıa
de sus partes Pt1 y Pt2. A partir de la entroṕıa total se puede
definir una entroṕıa espećıfica s, es decir, por unidad de masa en
la configuración deformada, con lo que se tiene

Σ(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t) s(x, t) dv . (4.82)
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Se define la entroṕıa generada en la región Pt por unidad de
tiempo como

Ξ(Pt) = Σ̇(Pt)−
∫
Pt

ρ(x, t)
r(x, t)

θ(x, t)
dv +

∫
∂Pt

q(x, t)

θ(x, t)
· n(x) da .

(4.83)

En todo proceso f́ısico se cumple que la producción de entroṕıa
es no negativo, es decir,

Ξ(Pt) ≥ 0 . (4.84)

Cuando en un proceso la producción de entroṕıa es nula, el pro-
ceso es reversible. Cuando es positiva, el proceso es irreversible.
Un proceso con disminución de entroṕıa no se puede dar.

La desigualdad (4.84) es la expresión euleriana de la desigualdad de
Clausius-Duhem y es la forma de la segunda ley de la termodinámica que
más se emplea en Mecánica de Medios Continuos.

Para encontrar la expresión integral lagrangiana del segundo principio
definimos

S = s ◦φt , Θ = θ ◦φt , R = r ◦φt , (4.85)

con lo que la entroṕıa generada en la región Pt por unidad de tiempo se
puede expresar como

Ξ(Pt) = Σ̇ref (Pref )−
∫
Pref

ρref (X)
R(X, t)

Θ(X, t)
dV+

∫
∂Pref

Q(X, t)

Θ(X, t)
·N(X) dA ,

(4.86)
siendo

Σref (Pref ) =
∫
Pref

ρref (X)S(X, t) dV . (4.87)

4.7.2. Formulaciones locales

Para establecer una expresión diferencial del segundo principio de la
termodinámica transformamos la integral (4.83) empleando el teorema de la
divergencia:

Ξ(Pt) =
∫
Pt

ρ(x, t)
Ds

Dt
(x, t) dv −

∫
Pt

ρ(x, t)
r(x, t)

θ(x, t)
dv +

∫
Pt

∇x·
q(x, t)

θ(x, t)
dv

=

∫
Pt

[
ρ(x, t)

Ds

Dt
(x, t)− ρ(x, t)

r(x, t)

θ(x, t)
+∇x·

q(x, t)

θ(x, t)

]
dv

=

∫
Pt

[
ρ(x, t)

Ds

Dt
(x, t)− ρ(x, t)

r(x, t)

θ(x, t)
+

∇x·q(x, t)
θ(x, t)

− q(x, t)

θ2(x, t)
· ∇xθ(x, t)

]
dv

=

∫
Pt

γ(x, t) dv ,

(4.88)
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siendo

γ = ρ
Ds

Dt
− ρ

r

θ
+

∇x·q
θ

− q

θ2
· ∇xθ (4.89)

la densidad de producción entrópica por unidad de volumen en la con-
figuración deformada. Como la integral (4.88) ha de ser negativa para cual-
quier región Pt, también lo ha de ser su integrando y por tanto la desigualdad
de Clausius-Duhem se puede escribir en forma local como

γ ≥ 0 . (4.90)

Para continuar definimos dos tipos de producción de entroṕıa. El primero
es la producción local de entroṕıa espećıfica γloc y definida como:

γloc = ρ
Ds

Dt
− ρ

r

θ
+

∇x·q
θ

. (4.91)

La segunda es la producción de entroṕıa espećıfica por conducción térmi-
ca γcon:

γcon = − q
θ2

· ∇xθ . (4.92)

Empleando estas dos definiciones el segundo principio de la termodinámi-
ca se pueda expresar como:

γloc + γcon ≥ 0 . (4.93)

La desigualdad de Clausius-Planck establece que tanto γloc como γcon
han de ser no negativas, es decir

γloc ≥ 0 , γcon ≥ 0 . (4.94)

Evidentemente, la desigualdad de Clausius-Planck implica la desigualdad de
Clausius-Duhem.

Un corolario de la desigualdad de Clausius-Planck es el siguiente. Como
la entroṕıa espećıfica producida por conducción ha de ser no negativa se
tiene que

γcon = − 1

θ2
q · ∇xθ ≥ 0 . (4.95)

Puesto que la temperatura absoluta es estrictamente positiva, de la an-
terior ecuación se deduce que

−q · ∇xθ ≥ 0 , (4.96)

es decir, que el flujo de calor siempre ha de ser en la dirección opuesta al
gradiente de temperatura. En particular, si se acepta la ley de Fourier que
establece q = −κ∇xθ, entonces se deduce que la conductividad κ ha de ser
positiva.

La condición γloc ≥ 0 sirve para descartar modelos constitutivos, tanto
de sólidos como de fluidos, que violan la segunda ley de la termodinámica.
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Como se puede comprobar en textos de termodinámica, al final un modelo
constitutivo consiste en una expresión de la entroṕıa u otro potencial como
funciones de las variables de estado del material (deformación, enerǵıa, tem-
peratura, etc.). Cuando se proponen modelos es necesario comprobar que,
para cualquier proceso (con aporte de calor o sin él, con deformación de
cualquier tipo) la condición γloc ≥ 0 siempre se verifica.

La expresión diferencial lagrangiana del segundo principio de la termo-
dinámica se obtiene, como en el caso euleriano, tranformando la expresión
de la generación de entroṕıa Ξ en una integral sobre la configuración de re-
ferencia de cualquier region material y concluyendo que el integrando ha de
ser no negativo. El resultado final es que la tasa de producción de entroṕıa
por unidad de volumen de la configuración de referencia es

Γ = ρref Ṡ − ρref
R

Θ
+

∇X ·Q
Θ

− Q

Θ2
· ∇XΘ, (4.97)

y la desigualdad de Clausius-Duhem es

Γ ≥ 0 . (4.98)

De la misma manera, la producción de entroṕıa Γ se puede separar en un
contribución interna y otra de conducción, definidas respectivamente como

Γint = ρref Ṡ − ρref
R

Θ
+

∇X ·Q
Θ

, Γcon = − Q
Θ2

· ∇XΘ, (4.99)

por lo que la desigualdad de Clausius-Plank se podŕıa escribir también como

Γint ≥ 0 , Γcon ≥ 0. (4.100)
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Resumen de fórmulas importantes

Expresiones lagrangianas:

Conservación de masa ρref = J (ρ ◦ φt)

Cons. de la cantidad de movimiento ∇X ·P + ρrefB = ρrefA

Conservación del momento cinético PF T = FP T

Deformación isocórica J = 1

Conservación de la enerǵıa ρref U̇ = P : Ḟ + ρref R−∇X ·Q

Generación local de entroṕıa Γloc = ρref Ṡ − ρref
R
Θ + ∇X ·Q

Θ

Gen. de entroṕıa por conducción Γcon = − Q
Θ2 · ∇XΘ

Desigualdad de Clausius-Duhem Γ = Γloc + Γcon ≥ 0

Desigualdad de Clausius-Planck Γloc ≥ 0 Γcon ≥ 0

Expresiones eulerianas:

Conservación de masa ∂ρ
∂t +∇x·(ρv) = 0

Cons. de la cantidad de movimiento ∇x·σ + ρ b = ρa

Conservación del momento cinético σ = σT

Deformación isocórica ∇x·v = 0

Conservación de la enerǵıa ρ Du
Dt = σ : d+ ρ r −∇x·q

Generación local de entroṕıa γloc = ρDsDt − ρ rθ +
∇x·q
θ

Gen. de entroṕıa por conducción γcon = − 1
θ2
q · ∇xθ

Desigualdad de Clausius-Duhem γ = γloc + γcon ≥ 0

Desigualdad de Clausius-Planck γloc ≥ 0 γcon ≥ 0
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Figura 4.3: Superficie para el problema 4.2.

Problemas

Problema 4.1. a) Demostrar que el campo de velocidades v = Ax/|x|3,
siendo A una constante arbitraria, satisface la ecuación de continuidad
de un flujo incompresible.

b) En un determinado punto de un cuerpo los tensores de tasa de defor-
mación y tensión tienen, respectivamente, las expresiones matriciales

[d] =

1 6 4
6 3 2
4 2 5

 [s−1] y [σ] =

 4 0 −1
0 −2 7
−1 7 8

 [N ·m−2]. (4.101)

Obtener el valor de la potencia tensional espećıfica (por unidad de
volumen) en ese punto.

c) Un fluido perfecto está caracterizado por la ecuación constitutiva σ =
−pI, siendo p la presión. Demostrar que la potencia tensional espećıfica
puede expresarse como p

ρ
Dρ
Dt , siendo ρ la densidad.

Problema 4.2. Sea un fluido con velocidad espacial v(x, y, z, t) = f(x, y)z k
y f > 0. Se pide:

a) Sabiendo que la densidad inicial del fluido es igual a f(x, y), comprobar
que ésta tiene por expresión

ρ(x, y, z, t) = f(x, y) e−f(x,y) t .

b) Comprobar que la deformación es

φt(X,Y, Z) = (x, y, z) = (X,Y, Z ef(X,Y )t) .
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c) Si el fluido tiene dos especies, una de ellas contenida inicialmente en
una esfera de radio R, obtener la ecuación de superficie que contiene
a este fluido a lo largo del tiempo.

d) Calcular la cantidad de masa por unidad de tiempo que atraviesa la
superficie ciĺındrica de la figura 4.3, cuya directriz tiene longitud L y
es perpendicular al plano xy.

Problema 4.3. a) Demostrar que un fluido cuyo campo de velocidad
espacial es

v(x1, x2, x3, t) =
3x2

x21 + x22
e1 −

3x1
x21 + x22

e2 (4.102)

es incompresible.

b) Calcular la aceleración espacial correspondiente al campo de velocida-
des (4.102) y el flujo, en todo instante, que atraviesa una superficie
esférica centrada en el origen y con radio unidad.

c) Se considera ahora un fluido incompresible con ecuación constitutiva

σ = −πI + 2µd , (4.103)

En esta ecuación π es una función escalar, µ > 0 es una viscosidad
y d = 1

2(∇xv + ∇x
Tv). A partir del teorema de las fuerzas vivas,

demostrar que si la potencia exterior aplicada Pext es nula, el valor de
la enerǵıa cinética K de este fluido no puede crecer en el tiempo.

Problema 4.4. Un medio continuo tiene densidad de referencia ρref = 1 y
experimenta una deformación descrita por la aplicación

(x1, x2, x3) = φ(X1, X2, X3, t) = (X1 + tX2, X2 + t2X3, tX1 +X3) ,

donde Xi, xj son las coordenadas cartesianas de los puntos en las configura-
ciones de referencia y actual, respectivamente.

a) Calcular el gradiente de deformación F y el jacobiano J .

b) Calcular la aceleración material y la espacial.

c) Si el tensor de Cauchy tiene por expresión en la base de la configuración
actual

[σ] =

 2x21 0 x1x3
0 x22 0

x1x3 0 0

 ,
encontrar el campo (espacial) de fuerzas volumétricas b que hace que
el sistema esté en equilibrio.



Bibliograf́ıa 107

Problema 4.5. Un cilindro tiene una sección A y está lleno de un gas de
densidad ρ0. Cerrando el cilindro se encuentra un pistón, inicialmente a una
distancia h0 de la base del cilindro que se mueve, incrementando el volumen
de la cavidad según una función conocida h(t). Suponiendo que el pistón se
mueve tan lentamente que la densidad es homogénea, calcular la velocidad
del gas en cada punto.

Problema 4.6. Se sabe que en un sólido la enerǵıa interna es únicamente
función de la deformación F y de la entroṕıa S. Combinando la desigualdad
de Clausius-Planck y la ley del balance de enerǵıa demostrar que, como la
primera debe de ser cierta para cualquier proceso, es decir, para cualquier
valor de Ṡ y Ḟ , entonces

Θ =
∂U

∂S
, P =

∂U

∂F
.

Problema 4.7. A un cuerpo deformable se le aporta una cantidad de masa
s(x, t) por unidad de masa y tiempo en su configuración deformada. Si la
deformación se indica como φt,

Indica la expresión integral del balance de masa de una región material
cualquiera Pt teniendo en cuenta el aporte s.

Encuentra la expresión diferencial euleriana de la ecuación de balance
de masa (nota: J̇ = J (∇x · v) ◦φt).

Demuestra que la expresión diferencial lagrangiana de la ecuación de
balance de masa es

∂ρref
∂t

(X, t) = ρref (X, t)S(X, t) ,

con ρref = J(ρ ◦φt) y S = s ◦φt .

Concluye que se verifica

(ρ ◦φt)(X, t) =
ρ0(X)

J(X, t)
exp

[∫ t

0
S(X, τ) dτ

]
siendo ρ0 la distribución inicial de densidad en el cuerpo.
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Caṕıtulo 5

Modelos constitutivos

La descripción cinemática de los medios continuos, explicada en el caṕıtu-
lo 2, y sus leyes de balance, descritas en el caṕıtulo 4, son válidas para todo
cuerpo continuo. Más aún, las ecuaciones correspondientes son idénticas en
todos los casos: la ecuación de balance de cantidad de movimiento siempre
es la misma, la definición del tensor de deformación de Green-Lagrange es
común para todos los cuerpos, etc.

Sin embargo, la experiencia nos indica que los cuerpos responden de
manera muy distinta ante los mismos est́ımulos. Por ejemplo, ante una dis-
tribución de fuerzas un bloque de acero y otro de madera se comportan de
manera distinta, y distinta a su vez de un volumen idéntico de agua. Pues-
to que estas diferencias no aparecen ni en la descripción cinemática ni en
las ecuaciones de balance deben de aparecer en algún otro lado. Este lugar
son las llamadas ecuaciones constitutivas, que establecen una relación
funcional entre la tensión aplicada y la deformación resultante, y que son el
objeto del presente caṕıtulo.

Si consideramos por un momento una deformación cualquiera de un sóli-
do tridimensional el número de funciones que aparecen para la descripción
de su cinemática y su comportamiento mecánico (ignoramos efectos térmi-
cos) son quince. Tres son las componentes de la deformación, seis del tensor
de deformaciones y seis del tensor de tensiones de Cauchy. La definición
del tensor de deformación proporciona seis ecuaciones y la ley del balance
de la cantidad de movimiento otras tres. En total tenemos quince funciones
incógnita y nueve ecuaciones que éstas deben de cumplir. Para que el sistema
tenga solución hacen falta seis ecuaciones más, que son las que proporciona
el modelo constitutivo. Con él, el número de incógnitas y el de ecuaciones es
el mismo y aśı cabe la esperanza de que el problema mecánico tenga solución
y de que la podamos encontrar.

El objetivo de este caṕıtulo es describir, de forma general, las relaciones
constitutivas de sólidos y fluidos. Como veremos más adelante, no todas las
ecuaciones que relacionan deformación con tensión pueden ser una relación

109
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constitutiva, pues estas han de ser razonables. Qué se entiendo por una rela-
ción “razonable” es un problema que aún no se ha resuelto completamente,
sin embargo śı que se conoce alguna propiedad que debe de cumplirse y que
explicaremos. De entre ellas la más importante es la objetividad material o
principio de invariancia respecto a cambios de observador.

5.1. Principios generales de los modelos constitu-
tivos

Como se indicaba en la introducción, no se puede definir cualquier rela-
ción funcional entre la tensión y la deformación y esperar que ésta represente
una relación constitutiva válida. La determinación de las restricciones que
debe de satisfacer una relación constitutiva un problema no totalmente re-
suelto en mecánica de materiales (véase [1]).

Aunque el problema no esté resuelto completamente se conocen algunos
principios muy elementales que debe de satisfacer cualquier relación consti-
tutiva. Estos son:

El principio de determinismo.

El principio de acción local.

El principio de la memoria limitada.

El principio de invariancia.

A continuación se explican los tres primeros y el último, por su importancia,
se tratará en la sección siguiente.

El principio de determinismo. Este principio establece que el estado de
tensiones en un punto del cuerpo puede depender de la deformación actual
y de las deformaciones pasadas, pero nunca de las deformaciones futuras.

El principio de acción local. Este segundo principio postula que el esta-
do de tensión en un punto de un medio continuo depende de la deformación
en un entorno, tan pequeño como se quiera, de dicho punto. Es decir, que
la historia de deformación en un puntos alejados no influye en el valor de la
tensión.

Matemáticamente, este principio establece que la tensión en un punto del
cuerpo sólo puede depender de (la historia) de la deformación y sus derivadas
en ese mismo punto. En el caso particular en el que la tensión es únicamente
función de la primera derivada, es decir, del gradiente de deformación F , se
dice que el material es “simple”. Si depende, en general, de las n primeras
derivadas de la deformación se dice que es un material “de grado n”.
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El principio de la memoria limitada. El siguiente principio refleja la
experiencia cotidiana que nos indica que, aunque en teoŕıa la tensión en un
punto depende de toda la historia pasada de deformación, únicamente hace
falta tener en cuenta la historia reciente. Más concretamente, este principio
establece que el valor de la deformación en instantes muy remotos ha de
tener menos influencia en la tensión actual que aquellos valores próximos en
el tiempo.

5.2. El principio de invariancia

El principio de objetividad o de invariancia respecto a cambios de obser-
vador es uno de los más importantes de la Mecánica de Medios Continuos.
Aunque a simple vista pueda parecer elemental, no es aśı, y su enunciado
en su forma final tardó bastante en publicarse [1].

El principio en cuestión establece que las relaciones constitutivas deben
de ser válidas para cualquier observador. Consideremos un observador que
estudia el movimiento y deformación de un cuerpo. Para este observador la
deformación del cuerpo se describe con una función φ(X, t) aśı como todas
las cantidades cinemáticas que se derivan de ésta (gradiente de deforma-
ción, tensor de Cauchy-Green, deformaciones principales, etc.). La relación
constitutiva determina que el tensor de tensiones σ que el observador puede
medir verifica una ecuación de la forma

σ = F [φt(X)] , (5.1)

siendo F un funcional cuya expresión dejamos de momento sin especificar.
Si el observador está asociado a un sistema de referencia B se puede escribir
que las coordenadas de la deformación y del tensor de Cauchy son

{φt}B , [σ]B . (5.2)

Supongamos ahora que existe un segundo observador que estudia tam-
bién el movimiento y las tensiones del cuerpo. Aunque existen clases más
generales de observadores, sólo vamos a considerar aquellos que preservan
las distancias, ángulos e intervalos de tiempo. Cualquier punto x del espacio
tiene coordenadas según el sistema de referencia de este segundo observador,
que llamamos B+, iguales a

{x}B+ = [Q(t)] {x}B + {c(t)}B+ (5.3)

donde Q(t) y c(t) son, respectivamente, una matriz de rotación y un vector,
ambos función del tiempo. Por tanto, en este segundo sistema de referencia
la deformación y el tensor de tensiones de Cauchy tienen una representación
que es

{φt}B+ = [Q(t)] {φt}B + {c(t)}B+ (5.4a)

[σ]B+ = [Q(t)] [σ]B [Q(t)]T . (5.4b)
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Esta última relación indica que tanto la deformación como el tensor de
tensiones de Cauchy se pueden expresar en varios sistemas de coordenadas,
pero sus componentes no pueden ser arbitrariamente distintas sino que están
relacionadas con su valor en el sistema original B.

El principio de objetividad material o de invariancia respecto al
observador establece que si en un punto de un cuerpo el tensor de tensiones
de Cauchy verifica la relación constitutiva

[σ]B = F [{φt(X)}B] , (5.5)

entonces también ha de verificarse que

[σ]B+ = F [{φt(X)}B+ ] , (5.6)

o equivalentemente,

[Q(t)][σ]B[Q(t)]T = F [[Q(t)] {φt}B + {c(t)}B+ ] . (5.7)

Una forma alternativa de interpretar este principio se deriva de obser-
var que [Q][σ]B[Q]T y [Q]{φB + {c}B+ coinciden, respectivamente, con las
componentes en la base B del tensor QσQT y de la deformación Qφ + c.
Por ello, un enunciado completamente equivalente del principio de obje-
tividad material o invariancia respecto al observardor establece que
si en un punto de un cuerpo el tensor de tensiones de Cauchy se obtiene a
partir de una relación constitutiva de la forma

σ = F [φt], (5.8)

entonces, dado un tensor ortogonal Q(t) y un vector c(t), ambos dependien-
tes del tiempo pero arbitrarios, el movimiento

φ+
t (X) = Q(t)φt(X) + c(t) (5.9)

debe de originar un campo de tensiones que se puede obtener mediante la
relación

σ+ = F [φ+
t ], (5.10)

y ha de satisfacer

σ+(X, t) = Q(t)σ(X, t)Q+(t) . (5.11)

Se dice que los movimientos φt y φ
+
t relacionados mediante la expresión (5.9)

son equivalentes. Expresado de manera concisa, el principio de objetividad
indica que la respuesta material es la misma para todos los movimientos
equivalentes.

A partir de esta descripción decimos que una relación constitutiva de la
forma σ = F [φt] satisface el principio de la invariancia respecto al obser-
vador u objetividad si cuando se considera la tensión de Cauchy resultante
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(mediante la relación constitutiva) a partir de una deformación φ+
t definida

por (5.9) el tensor de tensiones de Cauchy que se obtiene, que lo llamamos
σ+ satisface la relación (5.11).

Los gradientes de deformación de las deformaciones φt y φ
+
t son, res-

pectivamente,:

F (X, t) = ∇Xφt(X) , F+(X, t) = ∇Xφ
+
t (X) = Q(t)F (X, t) . (5.12)

Aśı pues, en el caso más sencillo de un modelo constitutivo de un material
elástico simple, éste es invariante si cumple la relación

Q(t)σ(X, t)Q(t)T = F [Q(t)F (X, t)]. (5.13)

Igual que hemos obtenido la expresión del gradiente de deformaciones
para el movimiento φt se puede obtener también cualquier otro objeto de la
cinemática. Por ejemplo, el tensor de Green-Lagrange en el segundo movi-
miento resulta:

E+ =
1

2
((F+)TF+ − I) = 1

2
(F TQTQF − I) = 1

2
(F TF − I) = E , (5.14)

es decir, que el tensor de Green-Lagrange es el mismo para los dos movi-
mientos considerados. Examinemos ahora las consecuencias que el principio
de invariancia tiene en algunos modelos constitutivos.

a) Considérese la ley constitutiva F [φt] = C ∇Xφt(X), siendo C un
tensor constante de cuarto orden. Si el cuerpo se somete a una de-
formación φ = φ(X, t), un primer observador calculaŕıa el tensor de
tensiones de Cauchy como:

σ(X, t) = C ∇Xφt(X) = C F (X, t) . (5.15)

Un segundo observador que se mueve de forma que describe la de-
formación del cuerpo según (5.9), percibe la tensión σ+ = QσQT y
el gradiente de deformaciones F+ = QF . Sin embargo, según la ley
constitutiva planteada

σ+(X, t) = C ∇Xφ
+
t (X) = C F+(X, t) = C Q(t)F (X, t) , (5.16)

que no coincide con lo esperado. Se puede concluir que la ley consti-
tutiva propuesta no verifica el principio de invariancia y por lo tanto
no puede ser válida.

b) Se propone una segunda ley constitutiva de la forma:

F [φt(X)] = FX, t)CE(φt(X))F (X, t)T , (5.17)
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siendo E(φt) el tensor de Green-Lagrange asociado a la deforma-
ción φt. Un primer observador calcula la tensión de Cauchy como

σ = F (X, t)CE(φt(X))F T (X, t) . (5.18)

Ahora bien, un segundo observador calcula el campo de tensiones tam-
bién según (5.17) y obtiene

σ+ = F+(X, t)CE+(X, t) (F+)T (X, t)

= QF (X, t)CE(X, t)F T (X, t)QT

= QσQT ,

(5.19)

por lo que cumple la condición de objetividad.

5.3. Modelos constitutivos reducidos

En esta sección estudiamos algunas formas más sencillas de formular mo-
delos constitutivos para materiales simples que verifican siempre el principio
de objetividad.

Recordamos que un material simple es aquel cuya ley constitutiva depen-
de de la deformación solamente a través de su gradiente. La ley constitutiva
más general de un material simple es pues

σ(X, t) = σ̂(FH(X)) , (5.20)

siendo FH(X) la historia de gradientes de deformación en el puntoX hasta
el instante de tiempo t y σ̂(·) una función de argumento tensorial y de valor
tensorial y simétrico.

El principio de objetividad establece que para un material simple y cual-
quier functión Q : R → SO(3) se verifica que

Q(t)σ(X, t)QT (t) = σ̂(Q(t)FH(X)) . (5.21)

Si en la relación anterior elegimos Q(t) = RT (t), siendo R(t) la parte ro-
tacional de la descomposición polar del gradiente de deformación en cada
instante, se obtiene

RT (t)σ(X, t)R(t) = σ̂(UH(X)) , (5.22)

donde ahora UH(X) es la historia del tensor derecho de alargamientos. De
otra manera:

σ(X, t) = R(t) σ̂(UH)R
T (t) . (5.23)

En otras palabras, siempre que una ley constitutiva de un material simple
sea de la forma (5.23), ésta verificará el principio de invariancia.
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Es sencillo comprobar a partir de la última relación obtenida que existen
expresiones alternativas que permiten formular leyes constitutivas invarian-
tes tales como:

σ(X, t) = R(t) σ̌(CH(X))RT (t) = F (X, t) σ̃(CH(X))F T (X, t) , (5.24)

y muchas otras más, basadas en medidas de deformación diferentes.

5.4. Simetŕıas

Algunos materiales presentan simetŕıas en su respuesta, es decir, su rela-
ción tensión-deformación es idéntica en direcciones distintas. En particular,
algunos materiales son isótropos, es decir que su respuesta es idéntica en
todas las direcciones. En esta sección estudiamos las simetŕıas únicamente
de materiales simples.

La definición formal de una simetŕıa es la siguiente. Sea G un subgrupo de
O(3). Es decir, G es un conjunto de tensores ortogonales, no necesariamente
propios, que incluye el tensor unidad y tales que sus posibles combinaciones
y sus inversas también están incluidas. Se dice que G es el grupo de simetŕıa
de un material en un punto X del cuerpo si

σ̂(F ,X) = σ̂(FR,X) , (5.25)

para todo tensor ortogonal R ∈ G. En particular, si G = O(3), se dice que
el material es isótropo.

La relación anterior indica que si un material tiene una cierta simetŕıa en
un punto, no se puede distinguir su respuesta constitutiva de la que tendŕıa
si localmente se hubiera “girado” mediante una transformación R.

El principio de objetividad requiere además que, para todo tensor orto-
gonal Q, se cumpla la relación

σ̂(QF ,X) = Qσ̂,X(F )QT . (5.26)

Escogiendo en esta última expresión Q = R ∈ G y empleando la definición
de simetŕıa (5.25), se obtiene esta relación para las leyes constitutivas:

Rσ̂(F ,X)RT = σ̂(RF ,X) = σ̂(RFRT ,X) . (5.27)

5.4.1. Funciones isótropas

Una función W de variable tensorial es isótropa si verifica

W (QTQT ) =W (T ) (5.28)

para toda rotación Q y todo tensor simétrico T . Toda función de este tipo se
puede escribir como otra función de depende únicamente de los autovalores
del argumento o de sus invariantes principales, es decir,

W (T ) = W̄ (λ1, λ2, λ3) = W̃ (I1(T ), I2(T ), I3(T )) . (5.29)
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Es fácil comprobar que si una función sólo depende de los autovalores o los
invariantes de un tensor simétrico, entonces ha de ser isótropa. Para demos-
trar la implicación inversa vamos a comprobar que si T y S son dos tensores
simétricos que tienen los mismos autovalores entonces W (T ) =W (S) y por
tanto la función W sólo puede depender de estos. Para comprobarlo, si {vi}
y {wi} son las bases espectrales de T y S, respectivamente, entonces existe
un rotación Q tal que wi = Qvi y por ser la función isótropa se cumple que

W (T ) =W (QTQT ) =W (

3∑
i=1

λi (Qvi)⊗ (Qvi)) =W (

3∑
i=1

λiwi ⊗wi) ,

(5.30)
que coincide con W (S).

5.5. Clasificación de los modelos constitutivos

Intentamos ahora clasificar de forma muy genérica los diversos tipos de
materiales atendiendo a las propiedades de sus leyes constitutivas corres-
pondientes. Véase [1].

Distinguimos los siguientes tipos de materiales:

Fluidos: Un material se dice que es fluido si su respuesta no vaŕıa
después de una deformación cualquiera, siempre y cuando ésta última
respete la densidad del mismo. Por ello, cualquier configuración de un
fluido es una configuración indeformada.

Sólido: Se dice que un material es sólido si posee una configuración
especial, o de referencia, tal que cualquier deformación que no sea un
movimiento de sólido ŕıgido lleva al cuerpo a una nueva configura-
ción en la cual su respuesta material es diferente. Además, los cuerpos
sólidos pueden a su vez clasificarse en las siguientes categoŕıas:

• Elástico: Un material sólido es elástico si su respuesta no presen-
ta histéresis y además independiente de la velocidad de aplicación
de las cargas.

• Plástico: Un material es de este tipo si presenta histéresis en los
ciclos de carga, pero su respuesta es independiente de la velocidad
de aplicación de las cargas.

• Viscoelástico: Un material es viscoelástico si, a pesar de no
mostrar histéresis, su deformación depende de la velocidad de
aplicación de las cargas.

• Viscoplástico: Finalmente, un material es de esta clase si su
respuesta depende de la la velocidad de la carga y además posee
histéresis.
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Resumen de fórmulas importantes

Modelo constitutivo σ = F [φt]

Movimiento superpuesto φ+
t = Q(t)φt + c(t)

Condición de objetividad F [φ+
t ] = Q(t)F [φt]Q

T (t)
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Problemas

Problema 5.1. Un fluido newtoniano es el que establece que la tención de
Cauchy en todo punto es de la forma

σ = −p I + 2µd ,

siendo p un escalar, I el tensor identidad, µ una constante y d, la tasa de
deformación. Comprobar que este modelo es objetivo.

Problema 5.2. El modelo de sólidos neo hookeanos es aquel en el que la
tensión de cauchy se formula como

σ = 2µ b+ λ tr[b] I ,

siendo λ, µ dos contantes y b el tensor izquierdo de Cauchy-Green. Demos-
trar que el modelo es objetivo.

Problema 5.3. Demostrar que un modelo viscoelásticos de la forma

σ̇ = αd ,

con α una constante, no puede ser objetivo.

Bibliograf́ıa

[1] C. Truesdell and W. Noll. The non-linear field theories of mechanics.
Springer, Berlin Heidelberg, second edition, 1992.



Caṕıtulo 6

Mecánica de fluidos

En este caṕıtulo estudiamos los medios continuos fluidos y que se carac-
terizaron en el caṕıtulo 5 como aquellos que no poseen una configuración sin
deformar.

No es el propósito de este caṕıtulo presentar un resumen de un curso
de Mecánica de Fluidos. El objetivo es aplicar los conceptos presentados
en caṕıtulos anteriores al estudio de este tipo de medios y aśı apreciar la
capacidad de la metodoloǵıa desarrollada. Además, este enfoque permite
abordar el análisis de los fluidos desde un punto de vista común al del resto
de los cuerpos, lo cual favorece su comprensión.

A partir de la descripción cinemática ya estudiada y mediante la se-
lección de modelos constitutivos adecuados se obtienen las ecuaciones de
modelos de mecánica de fluidos de complejidad variable. Es posible, siempre
dentro del mismo marco teórico, obtener las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento de los fluidos ideales, de la hidrostática, las ecuaciones de
Navier-Stokes, el origen de la turbulencia, etc. Sin embargo, por limitaciones
de tiempo sólo se presentarán algunos de estos modelos.

La mecánica de fluidos es un campo donde la hipótesis de continuidad se
verifica de forma muy precisa. A diferencia de los cuerpos sólidos, donde los
defectos microestructurales son muy comunes y responsables en gran medida
del comportamiento de dichos materiales, los fluidos son más homogéneos
y los efectos de tamaño se pueden ignorar sin cometer grandes errores en
un gran número de situaciones. Además los modelos constitutivos más re-
presentativos, y que estudiaremos en este caṕıtulo, también se ajustan muy
bien al comportamiento de los fluidos reales. Por todo ello, la Mecánica de
Medios Continuos sirve para formular modelos de mecánica de fluidos cuyos
resultados se ajustan mucho a la realidad.

119
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6.1. Cinemática

En el caṕıtulo 2 se estudió en detalle la cinemática de medios continuos
y todo lo contenido en dicho caṕıtulo aplica a las deformaciones caracteŕısti-
cas de los cuerpos fluidos. En esta sección complementamos los conceptos
presentados anteriormente y definimos algunos conceptos que no han tenido
utilidad hasta ahora en la asignatura.

6.1.1. Velocidad y aceleración

En primer lugar, repasamos el concepto de velocidad y aceleración espa-
ciales. El primero de ellos es la expresión euleriana de la velocidad material,
es decir:

v(x, t) = (
∂φ

∂t
◦φ−1)(x, t) = (V ◦φ−1)(x, t) . (6.1)

De la misma manera, la aceleración espacial es la expresión euleriana de la
aceleración material:

a(x, t) = (
∂2φ

∂t2
◦φ−1)(x, t) = (A ◦φ−1)(x, t) . (6.2)

La velocidad y aceleración espacial están relacionadas por la siguiente ex-
presión:

a(x, t) =
Dv

Dt
(x, t) =

∂v(x, t)

∂t
+∇xv(x, t) v(x, t) . (6.3)

6.1.2. Ĺıneas de corriente y trayectorias

Si se conoce el campo de velocidades espaciales v(x, t) en un instante t∗,
se puede definir una ĺınea de corriente como una curva integral de dicho
campo vectorial, es decir, una curva x = c(α) en función de un escalar α tal
que su vector tangente en cualquiera de sus puntos coincide con el vector
velocidad. Matemáticamente,

c′(α) = v(c(α), t∗) . (6.4)

Obsérvese que las ĺıneas de corriente están definidas para un instante de
tiempo t∗ y que su forma depende únicamente del campo de velocidad espa-
cial en dicho instante. Es posible, por tanto, que un instante después o antes
de t∗ las ĺıneas de corriente cambien. Si se toma una curva cerrada que no
sea una curva de corriente, las curvas de corriente que pasan por cada uno
de los puntos de la primera curva forman una superficie llamada tubo de
corriente . Puesto que las ĺıneas de corriente pueden cambiar con el tiempo,
los tubos de corriente también.

Un concepto relacionado con el de ĺınea de corriente es el de trayectoria ,
que ya apareción en el caṕıtulo 2. Dado un punto x̄ del espacio y un instante
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de tiempo t∗, su trayectoria es la unión de las sucesivas posiciones que ocupa
la part́ıcula que se ocupa la posición x̄ en el instante t∗. La descripción
material de esta curva τ (t) es

τ (t) = φ(φ−1(x̄, t∗), t) . (6.5)

En Mecánica de fluidos se emplea frecuentemente la descripción espacial
y ésta requiere, para encontrar la expresión de la trayectoria resolver una
ecuación diferencial similar a (6.4):

τ ′(t) = v(τ (t), t) , τ (0) = x̄ . (6.6)

Para demostrar que esta ecuación es la forma diferencial de la definición (6.5)
basta con derivar esta última con respecto al tiempo, resultando

τ ′(t) = V (φ−1(x̄, t∗), t) (6.7)

y utilizar la relación (6.1) entre la velocidad material y la espacial para
obtener

τ ′(t) = v(φ(φ−1(x̄, t∗), t), t) = v(τ (t), t). (6.8)

En general, la ĺınea de corriente que pasa por un punto en un instante es
distinta de la trayectoria de la part́ıcula que se encuentra en dicho momento
en ese preciso lugar. Sin embargo, si el movimiento es estacionario, es
decir, si

∂v(x, t)

∂t
= 0 , (6.9)

entonces ambas curvas coinciden pues son la solución a la ecuación diferen-
cial:

τ ′(t) = v(τ (t)) , τ (0) = x̄. (6.10)

6.1.3. Vorticidad

También recordamos del caṕıtulo 2 que la parte hemisimétrica del gra-
diente espacial de velocidades es el llamado tensor de spin ŵ. Este tensor
tiene un vector asociado definido como

ξ = 2axial[ŵ] (6.11)

y que se conoce como la vorticidad . Se puede demostrar que la vorticidad
también se puede obtener mediante la expresión:

ξ(x, t) = ∇x×v(x, t) , (6.12)

y que posee múltiples aplicaciones en mecánica de fluidos. Este campo vec-
torial expresa la rotación diferencial que se produce debido a la deformación.
Por lo tanto, se dice que una deformación o un flujo es irrotacional si el
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vector de vorticidad se anula en todo punto. Este campo vectorial sirve tam-
bién para definir una cantidad escalar llamada circulación . Sea γ una curva
cerrada fija en el espacio definida en forma paramétrica como x = γ′(α). La
circulación en esta curva se define como la integral

Cγ =

∮
γ
v(x, t) · γ′(α) dα. (6.13)

Si esta curva es el contorno de una superficie Σ de normal n, por el teorema
de Stokes, se tiene que

Cγ =

∫
Σ
∇x×v(x, t) · n(x) da =

∫
Σ
ξ(x, t) · n(x) da . (6.14)

Nótese que la circulación alrededor de una curva se puede calcular reco-
rriendo esta en dos sentidos opuestos. Los signos de estas dos integrales son
opuestos.

Una curva tangente en todos sus puntos al campo de vorticidad se deno-
mina ĺınea de vorticidad y todas las ĺıneas de vorticidad que pasan por
los puntos de una curva cerrada forman un tubo de vorticidad .

Teorema 6.1.1. La circulación en dos secciones cualesquiera de un tubo de
vorticidad son iguales.

Demostración. Si tomamos un tramo T de un tubo de vorticidad compren-
dido entre dos secciones Σ1 y Σ2 del mismo, se tiene que∫

T
∇x·ξ(x, t) dv =

∫
T
∇x·(∇x×v(x, t)) dv = 0 ,

pues la divergencia de un campo que a su vez es el rotacional de otro, se
anula. Por el teorema de la divergencia,

0 =

∫
∂T
ξ(x, t) · n(x) da .

Además el contorno de T se divide en tres superficies: Σ1,Σ2 y la superficie
lateral Σ0, cuya normal es perpendicular a la vorticidad, pues aśı se define
el tubo. Supongamos que γ1 y γ2 sean las curvas del contorno de Σ1 y Σ2,
respectivamente. Empleando el teorema de Stokes se sigue que

0 =

∫
Σ1∪Σ2

ξ(x, t) · n(x) da

=

∫
∂Σ1

v(x, t) · γ′1(α) dα+

∫
∂Σ2

v(x, t) · γ′2(α) dα .

La demostración concluye utilizando el hecho de que las dos integrales de la
expresión anterior están recorridas en sentidos contrarios (orientados según
la normal saliente a T ). Si se usa la misma orientación para las dos circula-
ciones, se comprueba que éstas tienen el mismo valor.



Caṕıtulo 6. Mecánica de fluidos 123

Es inmediato comprobar que la circulación de dos secciones de un tubo
de vorticidad ha de ser la misma

Teorema 6.1.2 (Kelvin). Sea γt una curva material. El cambio de circula-
ción Cγt en el tiempo se puede calcular como:

dCγt
dt

=

∮
γt

a(γ(α), t) · γ′t(α) dα , (6.15)

siendo a la aceleración espacial.

Demostración. La demostración emplea la definición de curva material γt =
φt(Γ ) y la de derivada de una integral sobre una curva material, presentada
en el caṕıtulo 5:

dCγt
dt

=
d

dt

∮
γt

v(γ(α), t) · γ′t(α) dα

=
d

dt

∮
Γ
V (Γ (α), t) · F (Γ (α), t)Γ ′(α) dα

=

∮
Γref

(A(Γ (α), t) · F (Γ (α), t)Γ ′(α) + V (Γ (α), t) · Ḟ (Γ (α), t)Γ ′(α)) dα

=

∮
Γref

(A(Γ (α), t) · F (Γ (α), t)Γ ′(α) + V · (l ◦φt)(Γ (α), t)F (Γ (α), t)Γ ′(α)) dα

=

∮
γt

(a(γ(α), t) + lT (γ(α), t)v(γ(α), t)) · γ′t(α) dα .

(6.16)

La integral del último sumando se anula pues∮
γt

lT (γ(α), t)v(γ(α), t) · γ′t(α) dα =

∮
γt

v(γ(α), t) · ∇xv(γ(α), t)γ
′
t(α) dα

=

∮
γt

d

dα

|v(γt(α), t)|2

2
dα = 0

(6.17)

al ser la curva γt cerrada.

6.2. Fluidos perfectos

El primer tipo de fluido que se estudia el llamado fluido perfecto. Esta
clase de fluidos se distingue porque el tensor de tensiones es esférico en todo
punto y de la forma:

σ(x, t) = −p(x, t)I . (6.18)

El escalar p se denomina presión . Algunos autores llaman fluidos perfectos
sólo a aquellos en los que, además de la relación (6.18), el fluido es incom-
presible.
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A partir de la condición (6.18) se puede comprobar que un fluido de este
tipo no puede soportar, ni transmitir, esfuerzos tangenciales (de cortante).
La fuerza por unidad de superficie que soportan estos fluidos en un punto x
y sobre una superficie de normal n:

t(x, t) = σ(x, t)n(x) = −p(x, t)n , (6.19)

que sólo tiene componente normal. Por ello, y como demostraremos riguro-
samente más adelante, un fluido perfecto sin rotación no puede agitarse de
forma que desarrolle tensiones tangenciales. De manera análoga, un fluido
perfecto que tenga rotación no podrá detenerse.

Los fluidos que aparecen en la naturaleza no son nunca perfectos, puesto
que siempre ejercen al menos una pequeña resistencia a la cizalladura. Sin
embargo la aproximación (6.18) es suficientemente buena para la resolución
de un gran número de situaciones de interés, dentro de un cierto rango de
velocidades, temperatura y presión.

6.2.1. Las ecuaciones de Euler para fluidos perfectos incom-
presibles

Consideramos ahora fluidos perfectos que además son incompresibles.
La incompresibilidad, como se estudió en el caṕıtulo, se puede expresar de
numerosas maneras y recordamos que una de ellas es equivalentes:

∇x·v(x, t) = 0 . (6.20)

Sustituyendo la expresión de la tensión caracteŕıstica de los fluidos perfec-
tos (6.18) en la ecuación de balance de cantidad de movimiento se obtienen,
junto con la condición de incompresibilidad, se obtienen las ecuaciones de
Euler :

−∇xp+ ρ b = ρ

(
∂v

∂t
+∇xv v

)
, ∇x·v = 0 . (6.21)

6.2.2. El teorema de Bernoulli en fluidos perfectos

Consideramos ahora un fluido ideal, incompresible y homogéneo con fuer-
zas volumétrica aplicadas que derivan de un potencial ψ:

b(x, t) = −∇xψ(x, t) , (6.22)

por ejemplo, el potencial gravitatorio. Entonces la densidad espacial es cons-
tante y de la ecuación de Euler (6.21) se puede deducir que la aceleración
espacial a deriva a su vez de otro potencial escalar:

a = −1

ρ
∇xp−∇xψ = −∇x(

p

ρ
+ ψ) . (6.23)
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A partir de la siguiente identidad vectorial

a =
∂v

∂t
+

1

2
∇x(|v|2) + ξ × v , (6.24)

siendo ξ la vorticidad del flujo, y combinando las ecuaciones (6.23) y (6.24),
se obtiene la siguiente formulación de las ecuaciones de Euler:

∂v

∂t
+

1

2
∇x(|v|2) + ξ × v = −∇x(

p

ρ
+ ψ) , (6.25)

Consideremos ahora un flujo en régimen estacionario. En estas condi-
ciones, el término ∂v

∂t se anula. Además, como vimos en la sección 6.1, las
trayectorias coinciden con las ĺıneas de corriente, que son a su vez tangentes
al campo de velocidades. Una ĺınea de corriente es una curva x = c(α) con
vector tangente

η(α) = c′(α) , (6.26)

paralelo a v(c(α)). Empleando la ecuación (6.25) podemos afirmar que en
todo punto de una ĺınea de corriente:

0 =

[
1

2
∇x(|v|2) + ξ × v +∇x(

p

ρ
+ ψ)

]
· η

=

[
1

2
∇x(|v|2) +∇x(

p

ρ
+ ψ)

]
· η

= ∇x(
1

2
|v|2 + p

ρ
+ ψ) · η .

(6.27)

Definimos la cantidad escalar

Φ(x) =
1

2
|v(x)|2 + p(x)

ρ
+ ψ(x) (6.28)

y reescribimos la identidad (6.27) como

0 = ∇xΦ(x) · η(x) , siendo x = c(α) , (6.29)

o, lo que es lo mismo,
(Φ ◦ c)′(α) = 0 . (6.30)

Esta última expresión expresa que la cantidad Φ definida en (6.28) es cons-
tante a lo largo de los puntos que forman una ĺınea de corriente, y es conocida
como el teorema de Bernoulli .

Una situación muy habitual en ingenieŕıa es aquella en la que las fuer-
zas másicas derivan de un potencial gravitatorio, ψ(x) = g x · e3, siendo
g la aceleración de la gravedad. En este caso la cantidad Φ definida en la
ecuación (6.28) toma el valor

Φ(x) =
1

2
|v(x)|2 + p(x)

ρ
+ g x3 . (6.31)
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En hidráulica se define más usualmente la siguiente cantidad, que sim-
plemente cambia de escala la función Φ,

H(x) =
|v(x)|2

2g
+
p(x)

ρg
+ x3 .

Con estas definiciones, se puede enunciar el siguiente resultado

Teorema 6.2.1 (Bernoulli). En un fluido perfecto, homogéneo e incompre-
sible, sometido a cargas gravitatorias, la suma de la altura geométrica x3,

la altura piezométrica p(x)
ρg y cinética |v(x)|2

2g es una constante a lo largo de
todas las ĺıneas de corriente, si el flujo se encuentra en estado estacionario.

6.2.3. Aspectos energéticos

En un fluido perfecto incompresible la potencia tensional que se desarro-
lla es siempre nula pues, para toda región material Rt,

Pten(Rt) =

∫
Rt

σ · d dv =

∫
Rt

−p I · d dv =

∫
Rt

−p∇x·v dv = 0 . (6.32)

Utilizando este resultado se sigue que si sobre una región material no se
aplica ninguna potencia externa, su enerǵıa cinética se conserva.

6.2.4. Fluidos barotrópicos

Un tipo de fluido perfecto es el denominado barotrópico. Este tipo de
fluidos se caracterizan porque la presión depende únicamente de la densidad
y se puede escribir

p(x, t) = π(ρ(x, t)) . (6.33)

Gran parte de los desarrollos planteados para fluidos perfectos incompre-
sibles se pueden repetir para fluidos barotrópicos. En concreto, se puede
encontrar una ecuación de Euler para este tipo de fluidos y una expresión
del teorema de Bernoulli. La primera se puede establecer de forma inmediata
y resulta:

−π′∇xρ+ ρ b = ρ

(
∂v

∂t
+∇xv v

)
,

∂ρ

∂t
+∇x·(ρv) = 0. (6.34)

El teorema de Bernoulli para este tipo de fluidos se demuestra de manera
similar al enunciado anteriormente y únicamente es necesario modificar la
expresión de la función Φ que se mantiene constante a lo largo de las ĺıneas
de corriente en un flujo estacionario. En el caso de los fluidos barotrópicos
esta función queda definida de la siguiente manera

Φ(x) =
1

2
|v(x)|2 + γ(ρ(x)) + gx3 . (6.35)
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La función escalar γ está definida por la expresión:

γ(ρ) =

∫ ρ

a

π′(η)

η
dη , (6.36)

siendo a una constante positiva pero arbitraria.

6.3. Fluidos newtonianos

Como se ha explicado ya, en la naturaleza los fluidos siempre oponen
alguna resistencia a la deformación por cortante, y esto no puede explicarse
mediante los modelos de fluidos perfectos. En esta sección se presentan los
modelos constitutivos más sencillos y útiles de cuantos se pueden formular
para representar efectos viscosos.

Estos modelos de material, llamados fluidos newtonianos, se definen
mediante relaciones constitutivas de la forma

σ(x, t) = −p(x, t)I + C(x, t)d(x, t) , (6.37)

siendo C un tensor de cuarto orden que depende del material y d = ∇s
xv, la

tasa de deformación. Este último tensor proporciona una cierta medida del
movimiento relativo de las part́ıculas en el fluido. Si consideramos a partir
de ahora únicamente fluidos isótropos y homogéneos, la forma del tensor
constitutivo C se simplifica, y se puede demostrar que éste sólo puede ser de
la forma;

C = λI ⊗ I + 2µI . (6.38)

Los escalares λ, µ son viscosidades caracteŕısticas del fluido que pueden, en
general, depender de la temperatura y de la deformación. Sin embargo, en
nuestro tratamiento serán considerados simplemente constantes del material.

En este punto debe de hacerse una aclaración respecto del concepto de
presión . En la relación constitutiva (6.37), el campo escalar p se denomina
presión hidrostática pues corresponde a la única presión que existiŕıa en
condiciones estáticas, es decir d = 0. Sin embargo, en condiciones dinámicas
generales, puede existir cierta confusión entre lo que es la presión y la media
de los valores del tensor esférico de tensión pues tanto la parte debida a la
presión hidrostática como la debida a la viscosidad pueden tener componente
esférica. Por ello se define la presión media como

pmed = −1

3
tr[σ] = p− 1

3
tr[Cd] . (6.39)

Esta presión media coincide, por lo anteriormente expuesto, con la presión
hidrostática en condiciones de reposo del fluido.
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Para un fluido newtoniano isótropo podemos expresar la ley constituti-
va (6.37) también de la forma:

σ = −pI + λ( tr(d))I + 2µ(
1

3
( tr(d))I + desv[d])

= −pI + (λ+
2

3
µ) tr(d)I + 2µdesv[d]

= −pI + (λ+
2

3
µ)∇x·v I + 2µdesv[d].

(6.40)

En la última igualdad hemos empleado la relación tr(d) = ∇x·v, cuya
demostración es trivial. La constante κ = λ + 2

3µ es la llamada viscosidad
volumétrica, puesto que es la que afecta a la parte esférica del tensor tasa
de deformación. Empleando este concepto, podemos escribir una ley consti-
tutiva para la parte esférica de la tensión y otra para su parte desviadora:

desv[σ] = 2µdesv[d],

pmed = p− κ∇x·v .
(6.41)

6.3.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

A continuación estudiamos la forma de la ecuación del balance de can-
tidad de movimiento en el caso de un fluido newtoniano. Esta ecuación se
conoce con el nombre de Navier-Stokes y es la más empleada para simular
flujos en fluidos reales. Ahora bien, su resolución debe de realizarse emplean-
do métodos numéricos pues, como se verá ahora, su tratamiento anaĺıtico
no es sencillo.

Para formular las ecuaciones de Navier-Stokes basta con desarrollar el
término de la divergencia del tensor de tensiones, teniendo en cuenta la
ecuación constitutiva (6.40). Se comprueba el siguiente resultado:

∇x·σ = ∇x·[−pI+λ∇x·vI+2µd] = −∇xp+(λ+µ)∇x∇x·v+µ△v . (6.42)

Sustituyendo esta expresión para la divergencia del tensor de tensiones
se obtiene las ecuación de Navier-Stokes:

−∇xp+ (λ+ µ)∇x∇x·v + µ△v + ρb = ρ (
∂v

∂t
+∇xv v) . (6.43)

En el caso de que el flujo sea incompresible, las ecuaciones de Navier-Stokes
se simplifican:

−∇xp+ µ△v + ρb = ρ (
∂v

∂t
+∇xv v) ,

∇x·v = 0 .
(6.44)
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6.3.2. Aspectos energéticos

La presencia de viscosidad en los fluidos tiene el efecto de que la enerǵıa
se disipa por su causa. A diferencia de los fluidos perfectos incompresibles,
donde la enerǵıa cinética se conserva en ausencia de fuerzas exteriores a
continuación demostramos que la enerǵıa cinética en los fluidos newtonianos
incompresibles puede decrecer debido a la viscosidad. En la práctica esto
conlleva a que un fluido viscoso contenido en un recipiente y con un campo
de velocidades no nulo irá “parándose” debido a la disipación.

Para ello recordemos que el teorema de las fuerzas vivas establece que
sobre una región material Rt cualquiera

Pext(Rt) = K̇(Rt) + Pten(Rt) . (6.45)

Si la potencia exterior aplicada sobre una región material es nula entonces
la variación de enerǵıa cinética se puede obtener de la siguiente manera:

K̇(Rt) = −Pten(Rt),

= −
∫
Rt

σ · d dv

= −
∫
Rt

(−pI + 2µd) · d dv

= −
∫
Rt

(−p∇x·v + 2µ∥d∥2) dv

= −2

∫
Rt

µ∥d∥2 dv.

(6.46)

La cantidad obtenida nunca es positiva y de hecho es negativa siempre que
haya algo de fricción entre las part́ıculas del fluido o con el contorno.

6.3.3. El número de Reynolds y el flujo de Stokes

Una técnica muy empleada en las ciencias, y en particular en el diseño de
experimentos, es la búsqueda de cantidades adimensionales que reflejen, de
alguna manera, la magnitud de los principales efectos que se quieren medir
en un experimento, y sus relaciones entre ellos.

Exiten multitud de números adimensionales, normalmente asociados a
nombres de investigadores de su campo correspodiente. En mecánica de flui-
dos uno de los más importantes es el número de Reynolds, que describimos
a continuación. Consideremos el flujo de un fluido. Sea V la magnitud de
una velocidad caracteŕıstica del problema, y L una longitud también carac-
teŕıstica. El número de Reynolds se define como:

Re =
ρV L

µ
. (6.47)
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Un número de Reynolds alto indica que el flujo que se estudia los efectos
inerciales son importantes comparados con los efectos viscosos, y viceversa.
Para que en la resolución matemática de un problema sea razonable ignorar
los efectos viscosos (es decir, emplear un modelo con un fluido perfecto) es
una condición necesaria que el número de Reynolds sea muy grande.

En el caso opuesto, cuando el número de Reynolds es muy pequeño, los
efectos viscosos son mucho más importantes que los efectos inerciales (no se
puede decir simplemente que la viscosidad es mucho mayor que la densidad)
y éstos últimos se pueden ignorar. Cuando los efectos inerciales se desprecian
en la ecuación (6.44) de Navier-Stokes de un fluido incompresible obtenemos
las ecuaciones del flujo de Stokes:

−∇xp+ ν△v + b = 0, ∇x·v = 0 , (6.48)

con ν = µ/ρ. Estas ecuaciones se usan como modelo matemático para flujos
lentos de fluidos viscosos.

6.3.4. Fluido newtoniano con transmisión de calor

De manera breve resumimos las ecuaciones que rigen el movimiento y
la enerǵıa de un fluido newtoniano en un flujo no isotermo. A la ecuación
de continuidad y la ecuación de balance de cantidad de movimiento hay
que añadir la ley constitutiva para la tensión tal y como aparecen en la
ecuación (6.40). Además, para el caso de un fluido compresible es necesa-
rio proporcionar un modelo para describir la relación entre la presión y la
densidad, que de manera general se puede escribir como

F (p, ρ, θ) = 0 , (6.49)

y se conoce como la ecuación de estado. Para cerrar el modelo es necesario
postular también una relación entre la enerǵıa interna y el resto de variables.
Lo más usual es utilizar una ecuación calórica de la form

u = f(ρ, θ) , (6.50)

y una ecuación como

q(x, t) = κ(x)∇xθ(x, t) (6.51)

que relacione el flujo de calor y el gradiente de temperatura.

6.4. Fluidos no newtonianos

El comportamiento de algunos fluidos no queda bien reflejado por las
soluciones que se obtienen de las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos inclu-
yen fluidos con poĺımeros o sedimentos en suspensión, la sangre y otros. Por
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ejemplo, se ha observado que ocasionalmente que los coeficientes de viscosi-
dad dependen de la tasa de deformación y en otras ocasiones que la respuesta
del fluido tiene memoria, es decir, que depende no sólo de la deformación en
ese instante sino también de las deformaciones pasadas.

Los modelos de fluidos no newtonianos pueden ser complejos y no es
el objetivo entrar en una descripción detallada de los mismos. Concluimos
esta sección simplemente enunciando un modelo constitutivo de este tipo, el
fluido de Reiner-Rivlin , cuya expresión es:

σ = −pI + αrefd+ α1d
2 , (6.52)

siendo αref , α1 dos funciones escalares de los invarianes de la tasa de defor-
mación.

6.5. Hidrostática

En esta última sección del caṕıtulo presentamos las ecuaciones de la
hidrostática de fluidos y desarrollamos algunos resultados de interés. Antes
de continuar, merece la pena indicar que en condiciones estáticas la tasa de
deformación se anula y por tanto los fluidos perfectos, newtonianos y los
no newtonianos se comportan de la misma manera. En todos estos casos, el
tensor de tensiones es:

σ(x) = −p(x)I . (6.53)

Esta simple propiedad permite demostrar el principio de Pascal , que
afirma que en un fluido en condiciones de reposo la magnitud de la fuerza
normal a una superficie es independiente de la orientación de la misma. Para
demostrar esta propiedad basta con calcular el módulo de la fuerza normal
sobre una superficie con vector normal n(x):

fn = σ(x)n(x) · n(x) = −p(x)n(x) · n(x) = −p(x) . (6.54)

En segundo lugar, en condiciones de reposo, la acelaración espacial en el
fluido también se anula. Por esta razón, y utilizando la ecuación (6.53), la
ecuación de equilibrio estático para todo tipo de fluidos es sencillamente

−∇xp+ ρ b = 0 . (6.55)

6.5.1. Presión hidrostática debida a la gravedad

Una aplicación de la hidrostática muy común es considerar la presión en
el interior de un fluido debida a la fuerza de la gravedad. Si se considera
un sistema de coordenadas cartesiano donde x3 es la dirección vertical con
sentido hacia arriba entonces las fuerzas másicas son b = −ge3 y la ecuación
de equilibrio (6.55) es:

∇xp(x)− ge3 = 0 . (6.56)
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Suponiendo un valor de referencia p = 0 cuando x3 = 0, entonces la
ecuación en diferencias parciales (6.56) se puede resolver exactamente y su
solución es:

p(x) = −g x3 . (6.57)

6.5.2. El principio de Arqúımedes

El principio de Arqúımedes afirma que todo cuerpo sumergido en un
fluido en reposo experimenta un empuje vertical y hacia arriba igual al peso
del volumen desalojado.

Para demostrar este principio supongamos, como en el caso anterior, un
sistema de coordenadas cartesiano con el origen en la superficie libre del
fluido y con el eje x3 en dirección vertical y hacia arriba, de forma que la
fuerza de gravedad sea b = −ge3.

En segundo lugar, postulamos que el campo de tensión en el cuerpo
sumergido es σ(x) = ρg x3I. Para verificar esta hipótesis basta con compro-
bar que tanto la condición de equilibrio en el cuerpo como las condiciones
de contorno (la presión en el contorno es la debida al fluido) se cumplen:

∇x·σ + ρ b = ρ g ee + ρ(−g) e3 = 0 , σn = ρ g x3n = −p(x)n . (6.58)

Una vez comprobada la hipótesis basta con calcular la fuerza total sobre
el cuerpo sumergido mediante el teorema de la divergencia:

F =

∫
∂Bt

t da =

∫
∂Bt

σn da =

∫
Bt

∇x·σ dv =

∫
Bt

ρ g e3 =M g e3, (6.59)

que coincide con el resultado del principio de Arqúımedes.

6.6. Condiciones de contorno en fluidos

Cuando se quiere resolver un problema concreto, ya sea de sólidos o
fluidos, es necesario plantear las ecuaciones en derivadas parciales que lo
gobiernan y las condiciones de contorno que sobre dicho cuerpo se imponen.
En Mecánica de Fluidos este último aspecto es delicado y merece la pena
dedicar una sección a describir los principales tipos posibles.

Condición de contorno de velocidades impuestas (condición de Di-
richlet) En partes del contorno de un volumen material o de control las
velocidades son a veces conocidas y de valor v̄(x, t). Es el caso, por ejemplo,
de el campo de velocidades en la entrada a un recipiente cualquiera cuando
el fluido llega por una tubeŕıa. En este caso se sabe que el perfil de veloci-
dades es parabólico o muy parecido. La expresión matemática de este tipo
de condiciones de contorno es, si la región donde se conoce la velocidad es
Γv, de la forma:

v(x, t) = v̄(x, t) x ∈ Γv, ∀t . (6.60)
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Condición de contorno de impenetrabilidad Otra condición de con-
torno muy habitual es la que expresa que el flujo no puede penetrar en las
paredes del recipiente que lo contiene. En este caso, y si el la pared del reci-
piente tiene vector normal n, la velocidad del fluido ha de ser tangencial a
esta superficie, es decir, que en la pared Γp

(v(x, t)− v̄(x, t)) · n(x) = 0 x ∈ Γp, ∀t , (6.61)

siendo v̄ la velocidad de los puntos en la pared.

Condición de adherencia Los fluidos viscosos no sólo no pueden pene-
trar las paredes de los recipientes que los contienen sino que sus part́ıculas
en contacto con las paredes deben tener velocidad relativa nula con respecto
a la posición de estas últimas. En este caso pues, la condición de contorno
en toda pared Γp es:

v(x, t) = v̄(x, t) x ∈ Γp, ∀t . (6.62)

Condición de contorno de tensiones o presiones Además de las ve-
locidades, también se pueden prescribir los valores de las tensiones en partes
del contorno. Si los vectores de tensión tienen un valor conocido t̄ en el con-
torno Γt entonces las este último tipo de condiciones de contorno son de la
forma:

σ(x, t)n(x) = t̄(x, t) x ∈ Γt,∀t (6.63)

En algunas circunstancias únicamente se impone el valor de la presión p

p(x, t) = p̄(x, t) x ∈ Γt,∀t . (6.64)

Condiciones de contorno mixtas Es también posible imponer condi-
ciones de contorno mixtas que incluyen velocidad y presión. Por ejemplo, se
puede imponer en una región del contorno por un lado la presión y por otro
las componentes tangenciales de la velocidad. Alternativamente, se podŕıa
imponer la componente tangencial de la tensión y la componente normal de
la velocidad.

Condición de superficie libre La última condición, la de superficie li-
bre, es algo más compleja y sirve para especificar, de forma impĺıcita, la
evolución de la superficie libre de un fluido en movimiento. A diferencia de
las anteriores condiciones de contorno, esta sirve para determinar el contorno
libre Γl, que no es fijo.

Existen dos manera de establecer esta condición. La primera y más sen-
cilla consiste en imponer que la superficie libre está formada por aquellos
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puntos del fluidos cuya presión es igual a la del fluido que lo rodea. En el
caso de un fluido situado al aire libre la condición se expresa como:

Γl = {x : p(x, t) = patm} , (6.65)

siendo patm la presión atmosférica.
Una aproximación frecuente que sirve para determinar la posición de la

superficie libre es imponer que ésta se trata de una superficie material, es
decir, formada siempre por las mismas part́ıculas. Si dicha superficie viene
expresada, en todo instante t, como una ecución escalar de la forma ϕ(x, t) =
0 y las part́ıculas son siempre las mismas x = φ(X, t), entonces

0 = ϕ(x, t) =⇒ 0 =
D

Dt
ϕ(x, t) = ∇xϕ(x, t) · v(x, t) +

∂ϕ(x, t)

∂t
, (6.66)

en todos los puntos x ∈ Γl.
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Resumen de fórmulas importantes

Ĺınea de corriente c′(α) = v(c(α), t∗)

Trayectoria τ ′(t) = v(τ (t), t)

Vorticidad ξ = 2ω = ∇x×v

Circulación CΓ =
∮
Γ v · dx

Fluido perfecto σ = −p I

Ec. Euler −∇xp+ ρb = ρDv
Dt

T. Bernoulli Φ = |v|2
2 + p

ρ + gx3 = const.

Fluido newtoniano isótropo σ = −p I + 2µd

Ec. Navier-Stokes −∇p+ µ∆v + ρb = ρDv
Dt

∇x·v = 0
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Problemas

Problema 6.1. Demostrar que la aceleración espacial se puede calcular
como

a =
∂v

∂t
+∇x

(
|v|2

2

)
+ ξ × v,

siendo ξ el campo vectorial de vorticidad.

Problema 6.2. Demostrar que la densidad espacial ρ = ρ(x, t) de un fluido
homogéneo e incompresible es constante.

Problema 6.3. Demostrar que para un fluido barotrópico en el campo
gravitatorio (orientado según e3) la cantidad

G(x) =
1

2
|v(x)|2 + γ(ρ(x)) + g x3

se conserva a lo largo de las ĺıneas de corriente de un flujo estacionario,
siendo

γ(ρ) =

∫ ρ

a

π′(η)

η
dη ,

y a una constante arbitraria, pero positiva.

Problema 6.4. Se desea estudiar el llamado flujo plano de Couette que
modela el movimiento estacionario de un fluido incompresible entre dos pla-
cas infinitas separadas una distancia h y sin ninguna fuerza exterior. Una
de las placas está quieta y la otra se mueve con dirección fija en su plano y
módulo U .

Para estudiar este problema se escoge un sistema de coordenadas carte-
siano (x, y, z) siendo x la dirección de la velocidad de la placa móvil y z la
dirección normal a ambos planos.

Suponiendo que el fluido es Newtoniano e incompresible, se pide:

a) Explicar, usando un razonamiento geométrico, por qué ni el campo de
velocidades ni el de presiones puede depender de las coordenadas x, y.

b) Demostrar que si la velocidad espacial es de la forma v = f(z)i enton-
ces la condición de incompresibilidad se cumple.

c) Demostrar, a partir de la ecuación de Navier-Stokes, que f ′′(z) = 0.
Utilizando las condiciones de contorno de la velocidad (ha de ser nula
en contacto con la placa fija y de módulo U en los puntos de contacto
con la placa móvil) demostrar que v = zU

h i.

d) Encontra el valor de la tensión tangencial necesaria para deslizar la
placa superior.
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Problema 6.5. Demuestra que las ecuaciones de Euler para fluidos perfec-
tos e incompresibles se pueden escribir como

−∇xp+ ρ b = ρ
∂v

∂t
+ ρ∇x·(v ⊗ v) , ∇x·v = 0 .

Problema 6.6. El flujo de Stokes se caracteriza por tener un número de
Reynolds muy bajo, es decir, porque las fuerzas inerciales son mucho más
pequeñas que las viscosas.

Obtener, a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones
del flujo de Stokes para un flujo estacionario e incompresible.

Se considera ahora el flujo plano de Stokes alrededor de un cilindro de
radio a. En coordenadas ciĺındricas con origen en el eje del cilindro, la
velocidad del fluido se pude escribir como

vr = v∞

(
1− 3a

2r
+

a3

2r3

)
cos θ , vθ = v∞

(
−1 +

3a

4r
+

5a3

4r3

)
sin θ .

Comprobar que lejos del cilindro la velocidad tiene sólo componente
horizontal y que su módulo es v∞.

Calcular el valor de la presión en todos los puntos de la superficie del
cilindro.

Nota: El operador laplaciano en polares tiene por expresión

{
∆v
}
=

{
∂2vr
∂r2

+ 1
r
∂vr
∂r + 1

r2
∂2vr
∂θ2

− vr
r2

− 2
r2
∂vθ
∂θ

∂2vθ
∂r2

+ 1
r
∂vθ
∂r + 1

r2
∂2vθ
∂θ2

− vθ
r2

+ 2
r2
∂vr
∂θ

}
Problema 6.7. Demuestra que el modelo constitutivo de Reiner-Rivlin es
objetivo.
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Caṕıtulo 7

Mecánica de sólidos

Los sólidos se caracterizan por tener una configuración especial, distin-
guible entre todas las demás que se suele tomar, sin perder generalidad,
la configuración sin deformar y libre de tensiones. Las tensiones por tanto
y otros efectos termodinámicos aparecen cuando la deformación separa al
cuerpo de esta configuración singular. Por ello, y utilizando el principio de
acción local, se puede concluir que para conocer las tensiones, enerǵıas y
densidad en un punto es neceario conocer, en principio, la historia completa
del gradiente de deformación y la temperatura.

En este caṕıtulo, para simplificar el planteamiento, vamos a suponer
siempre que las condiciones a las que están sometido los cuerpos son isoter-
mas. Aún con esta restricción el número y tipo de modelos que se pueden
emplear es muy numeroso pues la dependencia funcional de la respuesta
con relación a la historia complica mucho la formulación. Aśı pues, en este
caṕıtulo sólo consideramos modelos elásticos, dejando los inelásticos para
cursos más avanzados.

7.1. Elasticidad

Definimos un material elástico como aquel para el que la tensión no-
minal se puede expresar —en cada punto e instante— como una función del
gradiente de deformación, también evaluado en ese mismo punto e instante
y las propiedades del punto material en el que se evalúa, es decir,

P (X, t) = P̂ (F (X, t),X). (7.1)

Para aligerar la notación, escribiremos en este caṕıtulo siempre P = P̂ (F ).
La relación (7.1) es el punto de partida de al elasticidad no lineal, en

contraposición con los modelos de material que se emplean en elasticidad
clásica. Los primeros permiten representar la respuesta de un gran número
de materiales (metálicos, poliméricos, orgánicos, ...) en un rango de defor-
mación arbitrariamente grande. La limitación de estos modelos no es tanto

139
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que la expresión (7.1) no sea válida en un rango muy amplio, como que los
materiales después de una cierta deformación empiezan a manifestar com-
portamiento inelástico, se dañan, etc.

También es conveniente poner de manifiesto que la respuesta de los ma-
teriales reales depende, a veces de manera muy marcada, de la velocidad de
deformación. Aśı, un material que se comporta elásticamente para un rango
de deformación grande cuando se carga despacio puede romperse con muy
poca deformación si se carga rápidamente. A los procesos de carga muy len-
tos se los conoce como procesos cuasi estáticos y en ellos nos centraremos
en este caṕıtulo.

7.2. Hiperelasticidad

Algunos materiales elásticos poseen un propiedad termodinámica que
los hace muy atractivos, además de sencillos de formular, por lo cual son,
en la practica, los únicos que se emplean. Para describirlos, comencemos
por considerar un ciclo de deformación, es decir, un proceso en el cual la
deformación inicial y final sean iguales. En este tipo de procesos podemos
calcular el trabajo total de las fuerzas externas sobre una región cualquiera
como

Wext =

∮ [∫
Rref

ρref B · φ̇ dV +

∫
∂Rref

T · φ̇dA

]
dt . (7.2)

Si el proceso es cuasi-estático se pueden ignorar todas las fuerzas inerciales
que actúan durante el mismo. En él, y por el teorema de las fuerzas vivas,
el trabajo empleado se puede expresar también como

Wext =

∮ [∫
Rref

P : Ḟ dV

]
dt =

∫
Rref

[∮
P : Ḟ dt

]
dV . (7.3)

Motivado por a esta expresión se define un material hiperelástico como
aquel para el que se puede realizar cualquier ciclo de deformación cuasi-
estática sin aplicar un trabajo neto. Empleando la última ecuación conclui-
mos que P : Ḟ dt ha de ser un diferencial exacto y por tanto ha de existir
una función Ŵ , que la llamamos la función de enerǵıa almacenada o
función de enerǵıa interna tal que

P = P̂ (F ,X) =
∂Ŵ

∂F
(F ,X) . (7.4)

La función de enerǵıa almacenada proporciona un mecanismo muy útil
para formular modelos de materiales sólidos. Sin embargo, no se puede uti-
lizar cualquier función escalar para representar una enerǵıa interna. Como
se vio en el caṕıtulo 5, al menos esta función ha de ser objetiva, es decir,
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que para cualquier rotación Q y cualquier gradiente de deformción F ha de
verificarse que

Ŵ (QF ,X) = Ŵ (F ,X) . (7.5)

La forma más sencilla de asegurar esta condición es suponer que existe una
segunda función W̄ tal que

Ŵ (F ,X) = W̄ (F TF ,X) , (7.6)

es decir, que la enerǵıa almacenada depende del gradiente de deformación
a través del tensor derecho de Cauchy-Green. En este caso vemos que, de
forma natural, se cumple que

Ŵ (QF ,X) = W̄ (F TQTQF ,X) = W̄ (F TF ,X) = Ŵ (F ,X) . (7.7)

Recordemos que la densidad de potencia interna por unidad de volumen
de referencia se puede escribir como

Ẇ = P : Ḟ = S :
1

2
Ċ = Jσ :D . (7.8)

A partir de estas relaciones y la ecuación (7.6) concluimos que

S = 2
∂W̄

∂C
(C,X) , P = 2F

∂W̄

∂C
(C,X) , σ =

2

J
F
∂W̄

∂C
(C,X)F T .

(7.9)
La forma más sencilla, por tanto, de formular una relación constitutiva

objetiva es usar una enerǵıa almacenada en función del tensor derecho de
Cauchy-Green, cuya derivada —salvo por un factor igual a 2— coicide con
el segundo tensor de tensión de Piola-Kirchhoff. Esto explica por qué este
tensor, cuya interpretación f́ısica no es tan clara como la del tensor de Cauchy
o el de tensión nominal, es tan usado en mecánica de sólidos.

7.2.1. Materiales elásticos e isótropos

En el caṕıtulo 5 se presentó el concepto de simetŕıa material. Según este,
un material es isótropo en una part́ıcula X si su grupo de simetŕıa es el
de todas la rotaciones, es decir, si para todo tensor de rotación Q y todo
gradiente de deformación F se verifica que

Ŵ (FQ,X) = Ŵ (F ,X) . (7.10)

En términos de la función W̄ la relación (7.10) implica que

W̄ (QTCQ,X) = W̄ (C,X) . (7.11)

Esta condición es equivalente a exigir que la función W̄ sólo dependa de C
a través de sus invariantes. Se puede por tanto formular que un material
hiperelástico, objetivo e isótropo tiene por función de enerǵıa almacenada

W̄ (C,X) = W̄ (I1(C), I2(C), I3(C),X) . (7.12)
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Para poder calcular las tensiones será necesario conocer la derivadas de
los invariantes respecto de sus argumentos. Resumimos aqúı el resultado que
dejamos como ejercicio

∂I1
∂C

(C) = I ,

∂I2
∂C

(C) = I1 I −C ,

∂I3
∂C

(C) = I3C
−1 .

(7.13)

7.2.2. Modelos desacoplados

Como en el caso de los fluidos, está justificado desacoplar la respuesta
constitutiva volumétrica del resto. Para ello definimos un nuevo tensor de
deformación

C̃ = det(C)−1/3C = J−2/3C , (7.14)

que satisface, por definición, det C̃ = 1. Si queremos formular modelos que
descoplen la respuesta volumétrica del resto podemos postular enerǵıas al-
macenadas que tengan por expresión

W̄ (C) = Û(J,X) + W̃ (C̃,X) , (7.15)

siendo ahora Û la parte de la enerǵıa almacenada que modela la respues-
ta volumétrica. Existen varias formas estándar de representar esta enerǵıa,
como por ejemplo,

Û1(J,X) =
κ(X)

2
(J − 1)2 ,

Û2(J,X) =
κ(X)

2
(log J)2 ,

Û3(J,X) =
κ(X)

4
(J2 − 1− 2 log J) .

(7.16)

En todas ellas, la constante κ tiene el papel de una rigidez volumétrica del
material. Para materiales isótropos, además, podemos combinar las ecuacio-
nes (7.12) y (7.15) para escribir la enerǵıa almacenada como

W̄ (C,X) = Û(J,X) + W̃ (I1(C̃), I2(C̃),X) . (7.17)

7.2.3. Material neohookeano

El modelo constutivo más sencillo se conoce con el nombre de modelo
neohookeano y utiliza sólo una constante para la respuesta no volumétrica.
La enerǵıa almacenada tiene por expresión

W̄ (C,X) = Û(J,X) +
µ̂(X)

2
(I1(C̃)− 3) . (7.18)
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El escalar µ = µ̂(X) define una rigidez a la distorsión, que no de volumen, y
que puede depender del punto. Si empleamos una enerǵıa almacenada para
la parte volumétrica de la forma (7.16) se puede demostrar que, en defor-
maciones muy pequeñas, la constante µ coincide con el módulo de cortante
de la teoŕıa clásica de la elasticidad.

El segundo tensor de Piola-Kirchhoff de un material neohookeano es

S = 2
∂W̄

∂C
(C,X) =

(
Û ′(J)J − µ

3
tr(C̃)

)
C−1 + µJ−2/3I . (7.19)

Por tanto, la tensión de Cauchy se puede evaluar como

σ =
1

J
FSF T =

(
Û ′(J)− µ

3
J−5/3 tr(C)

)
I + µJ−5/3B . (7.20)

7.2.4. Material de Moony-Rivlin

El modelo neohookeano tiene la evidente ventaja de ser muy sencillo, y
cuando se escogen sus constantes de manera correcta, tiene sufiente preci-
sión para representar materiales que sufren sólo deformaciones moderadas
antes de pasar a comportarse inelásticamente, como los metales, por ejemplo.
Sin embargo, para otros materiales que pueden experimentar deformaciones
elásticas muy grandes, por ejemplo algunos poĺımeros, el modelo neohoo-
keano no tiene suficiente precisión. Existen numerosos modelos para este
tipo de aplicaciones. Todos ellos emplean más constantes y resultan más
complejos de calibrar. El siguente modelo, en relación a su complejidad, es
el de Mooney-Rivlin, cuya enerǵıa almacenada tiene por expresión

W̄ (C,X) = Û(J,X) +
C1(X)

2
(I1(C̃)− 3) +

C2(X)

2
(I2(C̃)− 3) . (7.21)

En este modelo la función Û sigue representando la respuesta volumétrica;
las constantes C1, C2 que deben ser ambas positivas, son responsables de
calibrar la respuesta asociada al cambio de forma.

7.3. Incompresibilidad

La respuesta de todos los materiales sólidos es compresible. Sin embar-
go, hay algunos tipos de materiales en los que la deformación volumétrica
es mucho más pequeña que el resto en cualquier movimiento o deforma-
ción que realicen. Para estos materiales resulta conveniente suponer que son
completamente incompresibles pues aśı las ecuaciones se simplifican.

En la sección 7.2 se comentó que los materiales hiperelásticos pueden
definirse como aquellos en para los cuales el trabajo ejercido sobre una región
de un cuerpo en un ciclo cualquiera es nulo. Matemáticamente esta condición
se expresaba como Ẇ = P : Ḟ o en alguna de sus equivalencias.
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Los movimientos de un sólido incompresible no son del todo arbitrarios
pues ha de cumplirse que J = 1 o equivalentemente,

0 = ∇x·v = tr(L) = l : I = F−T : Ḟ . (7.22)

Por esta razon, para un material hiperelástico sólo podemos asegurar que
una parte de la tensión nominal deriva de una enerǵıa almacenada, pero que
hay otra parte —paralela a F−T— que queda indeterminada por la relación
constitutiva. Escribimos pues que

P =
∂Ŵ

∂F
− pF−T , S = 2

∂W̄

∂C
− pC−1 , σ = 2F

∂Ŵ

∂F
F T − p I ,

(7.23)
siendo p una función escalar que llamamos, con en el caso de los fluidos, la
presión .

La presión en un sólido incompresible, por tanto, no se puede obtener
del modelo constitutivo, como también ocurŕıa con los fluidos. Es una con-
tribución a la tensión que aparece para imponer la restricción de que la
deformación sea isocórica, es decir, que J = 1.

7.4. Formulación completa del problema

En mecánica de fluidos vimos que al reemplazar la expresión de la ten-
sión, bien para un fluido perfecto o para uno newtoniano, se obteńıa una
expresión simplificada de la ecuación del balance de cantidad de movimien-
to. Esto no es aśı, en general, para los sólidos. Los modelos constitutivos que
se emplean para representar sólidos, empezando por el neo-hookeano, son
tan complejos que no se puede obtener una expresión análoga a las ecua-
ciones de Euler o de Navier-Stokes. En su lugar, cuando se desea recoger
las ecuaciones que goviernan el problema del movimiento de un sólido ha de
emplearse la ecuación original del balance de cantidad de movimiento y su-
plementarse con el modelo constitutivo. Como todas las expresiones son más
cómodas cuando se expresan en la configuración de referencia, los problemas
de sólidos se presentan, habitualmente, con una formulación Lagrangiana.
Aśı pues, para hiperelasticidad, se escribiŕıa el problema como

∇X ·P + ρref B = ρref A ,

P = 2F
∂W̄

∂C
,

C = ∇Xφ
T∇Xφ .

(7.24)

7.5. Formulación variacional de la elasto-estática

Consideremos otra vez en esta sección los problemas cuasi estáticos de
sólidos elásticos. El siguiente resultado idenfitica sus soluciones como los
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minimizadores de un cierto funcional. Esta reformulación tiene consecuencias
de muy largo alcance. Desde el punto de vista matemático permite estudiar
la existencia de soluciones empleando herramientas muy potentes del cálculo
variacional. Además, es el punto de partida del método de aproximación de
Ritz, que a su vez puede considerarse la base del método de los elementos
finitos. El nombre que tiene este resultado es el principio de la mı́nima
enerǵıa potencial , pues conceptualmente está al mismo nivel que la ley
de conservación de la cantidad de movimiento. En realidad cualquiera de
estos dos resultados se puede postular y el otro se puede considerar como
un corolario.

Teorema 7.5.1 (Mı́nima enerǵıa potencial). Sea S es espacio de deforma-
ciones admisibles, es decir,

S =
{
φ : Bref → R3, φ(X) = 0 para X ∈ ∂φBref

}
. (7.25)

En un problema cuasi estático, la solución φ de problema elástico minimiza
la enerǵıa potencial

V (φ) =

∫
Bref

Ŵ (∇Xφ(X),X) dV

−
∫
Bref

ρref (X)B(X) ·φ(X) dV −
∫
∂TBref

T̄ (X) ·φ(X) dA

(7.26)

entre todas las funciones del espacio S. Es decir, para cualquier ψ ∈ S, se
cumple que

V (φ) ≤ V (ψ) . (7.27)

Demostración. Para demostrar este resultado tomamos las siguiente pertur-
bación de la configuración

φϵ(X) = φ(X) + ϵ δφ(X) ,

donde δφ es una variación de la deformación, es decir, una deformación
arbitraria que es identicamente nula en ∂φBref . Un minimizador de la enerǵıa
potencial ha de satisfacer la condición de optimalidad

0 =
∂

∂ϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

V (φϵ(X)) .

Operando esta identidad encontramos que
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0 =

∫
Bref

∂Ŵ

∂F
(∇Xφ(X),X) · ∇X(δφ(X)) dV

−
∫
Bref

ρref (X)B(X) · δφ(X) dV −
∫
∂TBref

T̄ (X) · δφ(X) dA

=

∫
Bref

P · ∇X(δφ(X)) dV

−
∫
Bref

ρref (X)B(X) · δφ(X) dV −
∫
∂TBref

T̄ (X) · δφ(X) dA

=

∫
Bref

−∇X ·P · δφ(X) dV +

∫
∂TBref

PN · δφ(X) dA

−
∫
Bref

ρref (X)B(X) · δφ(X) dV −
∫
∂TBref

T̄ (X) · δφ(X) dA .

Como la variación es arbitraria concluimos que

∇X ·P + ρref B = 0 , PN = T̄ .

Con esto queda demostrado que un minimizador es aquella deformación que
satisface las ecuaciones del equilibrio.

7.6. El principio de los trabajos virtuales

Presentamos, finalmente, una forma alternativa más de formular las
ecuaciones del equilibrio de cualquier sólido deformable, no necesariamen-
te elásticos. Esta tercera formulación se conoce como la forma débil del
problema y es el punto de partida del método de aproximación de Galerkin,
que a su vez es la base del método de los elementos finitos.

Teorema 7.6.1 (El principio de los trabajos virtuales). En un problema
cuasiestático, la solución φ satisface∫

Bref

P · ∇Xw dV −
∫
Bref

ρref B(X) ·w dV −
∫
∂TBref

T ·w dA , (7.28)

para cualquier w ∈ S y siendo P = P̂ (F ,X).

Demostración. Empezamos demostrando que si una deformación satisface
(7.24), entonces cumple el princpio del los trabajos virtuales. A partir de la
ecuación del equilibrio ∇X ·P + ρref B = 0 es inmediato comprobar que

0 =

∫
Bref

(∇X ·P + ρref B) ·w dV
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para cualquier w ∈ S. Integrando por partes el término de la divergencia se
obtiene directamente

0 =

∫
Bref

(−P · ∇Xw + ρref B) ·w) dV +

∫
∂Bref

PN ·w dA .

Utilizando la propiedad de que las funciones de S son idénticamente nulas en
∂φBref queda demostrado que la ecuación del equilibrio implica en principio
de los trabajos virtuales.

Para demostrar la equivalencia en sentido contrario integremos por par-
tes la ecuación (7.28) para obtener

0 =

∫
Bref

(∇X ·P + ρref B) ·w dV +

∫
∂Bref

(T − PN) ·w dA . (7.29)

A continuación, consideremos primero una función ψ : Bref → R que sea
diferenciable, positiva en todo su dominio y que se anule en ∂Bref . Después,
en la expresión (7.29) seleccionamos w = ψ · (∇X ·P + ρref B) y, empleando
la propiedad de que ψ se anula en el contorno, obtenemos

0 =

∫
Bref

ψ |∇X ·P + ρref B|2 dV . (7.30)

Como ψ > 0, el resto de el integrando debe ser nulo y comprobamos la
ecuación del equilibrio en el interior del cuerpo. En segundo lugar, escogemos
ahora una función η : Bref → R que sea diferenciable, nula en ∂φBref y
positiva en ∂TBref . En la ecuación (7.29) empleamos el resultado ya obtenido
de que deformación cumple el equilibrio en el interior y seleccionamos w =
η · (PN − T ) por lo que

0 =

∫
∂TBref

η |PN − T |2 dA . (7.31)

Como η > 0, el resto del integrando debe anularse y por tanto la ecuación
del equilibrio en el contorno debe de cumplirse.
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Resumen de fórmulas importantes

Material hiperelástico P = ∂W
∂F

Sólido objetivo S = 2∂W̄∂C

Sólido objetivo incompresible S = 2∂W̄∂C − pC−1

Sólido isótropo W̄ = W̄ (I1, I2, I3)

Modelo neohookeano W̄ (C) = U(J) + µ
2 (I1(C̃)− 3)

J =
√
detC, C̃ = J−2/3C

Sólido incompresible P = ∂W
∂F − pF−T

Enerǵıa potencial V =
∫
Bref

W (∇Xφ) dV − Vext(φ)

Vext =
∫
Bref

ρrefB ·φ dV

+
∫
∂NBref

T ·φ dA
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Problemas

Problema 7.1. Demostrar que el tensor izquierdo de Cauchy-Green b tiene
los mismos invariantes que el tensor derecho de Cauchy-Green C. Usando
este resultado, demostrar que para un sólido elástico e isótropo la tensión
de Cauchy se puede calcular con la expresión

σ =
2

J
b
∂W̄

∂b
.

Problema 7.2. Dibuja las funciones Û1, Û2, Û3 y comenta sobre sus valores
ĺımite. ¿Cuál(es) de ellas parece más adecuada para modelar la respuestas
volumétrica de un sólido?

Problema 7.3. Se desea estudiar la deformación de un cilindro elástico e
incompresible cuando está sometido a tracción sobre sus caras planas. En su
configuración de referencia se coloca un sistema de coordenadas cartesianas
(X1, X2, X3) en el centro del cilindro y con el eje X3 orientado según el eje
de revolución del mismo. Con este sistema, la deformación del cuerpo se
describe mediante la aplicación

φ(X1, X2, X3) = (αX1, αX2, βX3)

en una base cartesiana en el espacio, siendo α, β dos constantes que modulan
el tamaño de la deformación radial y axial, respectivamente. Suponiendo que
el material del sólido es neo-hookeano con enerǵıa de deformación

W̄ (C) =
µ

2
(I1(C)− 3) ,

se pide

a) Calcular el gradiente de deformación F , el tensor derecho de Cauchy-
Green C y sus inversos.

b) Determinar la relación entre α y β para que la deformación del cuerpo
sea incompresible.

c) Calcular el segundo tensor de Piola-Kirchhoff en función de α y p,
en cualquier punto del cuerpo usando los resultados anteriores y la
expresión

S = 2
∂W̄

∂I1

∂I1
∂C

− pC−1 ,

siendo p la presión, que puede depender de (X1, X2, X3).

d) A partir de la expresión P = FS encontrar el valor del primer tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff y, utilizando la ecuación del equilibrio,
concluir que la presión ha de ser constante.
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e) Utilizando el dato de que la superficie lateral del cilindro está libre de
tensiones, calcular la relación entre p y α.

f ) Por último, sabiendo que el cilindro está sometido a una tensión de
tracción de módulo t en sus dos caras planas, encontrar la relación
entre t y α.

Problema 7.4. Un sólido ciĺındrico de radio r tiene su eje de revolución ali-
neado con el eje X de un sistema cartesiano de coordenadas. La deformación
del cuerpo viene dada por la aplicación

φ(X1, X2, X3) = (αX1, βX2, βX3)

en una base cartesiana del espacio, sienedo α y β dos constantes.

a) Sabiendo que el sólido es incompresible, determina el valor de β en
función de α.

b) Calcula F y C como funciones de α, únicamente.

c) Suponiendo que el sólido sea hiper-elástico y su función de enerǵıa
almacenada sea

W̄ (C) =
µ

2
(I1 − 3) ,

con µ constante, calcula los dos tensores de tensión de Piola-Kirchhoff
y la tensión de Cauchy.

d) Dibuja un diagrama cartesiano que muestre la relación entre α y la
fuerza total ejercida sobre cualquier sección X1 =constante.

Problema 7.5. Un tubo de material hiper-elástico incompresible tiene, en
su configuración de referencia, longitud L, radio interno A y radio externo B.
El tubo se somete a una presión interna π y por ello se deforma manteniendo
la forma de un tubo, ahora de longitud l y radio interno a. Si el material se
supone que es neo-hookeano con constante µ, calcular:

a) La relación entre a, A, l y L empleando consideraciones geométricas
sobre la deformación incompresible.

Trabajando a partir de ahora en coordenadas ciĺındricas, calcular

b) la deformación φ,

c) el gradiente de deformación F , el tensor izquierdo de Cauchy-Green
b.

d) Encontrar la relación entre a y λ = l/L.

e) Obtener la expresión de los tensores σ ◦ φ y P en función de las
coordenadas, λ, las propiedades del material y p, la presión.
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f ) Empleando la ecuación del equilibrio, encontrar la ecuación diferencial
que debe de satisfacer p.

g) Determinar la expresión completa de p usando las condiciones de con-
torno de tensión en la superficie interior y exterior del tubo.

h) Finalmente, encontrar la relación entre π y a, la presión aplicada y el
radio interior del tubo

Extra: Comentar la expresión de la función a(π), cómo se compara con
lo que se esperaŕıa, ...

Problema 7.6. En un sólido hiperelástico se define el tensor enerǵıa-momento
mediante la expresión

Σ(X) =W (F (X),X)I − F T (X)P (X) ,

siendo F el gradiente de deformación y P = ∂FW el primer tensor de
Piola-Kirchhoff. Demostrar que en un cuerpo homogéneo (es decir, que W
no depende expĺıcitamente de X) sobre el que no actúa ninguna fuerza vo-
lumétrica el flujo de Σ a través de una superficie cerrada se anula. Encontrar
la expresión de este flujo cuando el cuerpo no es homogéneo.

Problema 7.7. Un cubo con aristas de longitud L está colocado en el primer
octante con un vértice en el origen de coordenadas cartesianas (X1, X2, X3)
y sus caras perpendiculares a los ejes de dicho sistema. Además se sabe que
el material del cubo es neohookeano con enerǵıa almacenada

W̄ (C) =
κ

2
log2 J +

µ

2
(I1(C̃)− 3)

siendo J = (detC)1/2 y C̃ = J−2/3C. El cubo sufre la deformación

φ(X1, X2, X3) = (X1 + γX2, X2, X3) .

Determinar:

a) El gradiente de deformación, el tensor derecho de Cauchy-Green y los
invariantes principales.

b) El primer y segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff.

c) La tensión sobre la cara que en la configuración de referencia está sobre
el plano X1 = 0.
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Caṕıtulo 8

Modelos lineales

Las ecuaciones estudiadas hasta ahora son muy generales: por ejemplo,
las deformaciones pueden ser de cualquier tamaño y las enerǵıas almacenadas
pueden ser de cualquier forma (siempre que respeten las condiciones de
invariancia, algunos ĺımites, etc.) Esta gran generalidad es lo que explica
la utilidad de la Mecánica de Medios Continuos, pues puede usarse para
resolver un gran número de problemas prácticos.

La gran desventaja de los modelos y ecuaciones estudiadas hasta el mo-
mento es que son muy complicados de resolver y, de hecho, sólo unos pocas
soluciones se pueden obtener de manera anaĺıtica. Cuando restringimos el
ámbito de aplicación de estas teoŕıas, podemos aproximar las ecuaciones re-
sultantes por otras lineales que, aunque imprecisas, se pueden resolver con
mucha mayor facilidad.

8.1. Linealización de la cinemática

Definamos, para comenzar una operación Σ : Bref → R3 que transporta
puntos desde la configuración de referencia hasta el espacio f́ısico y que está
definida, en coordenadas cartesianas, como

x = Σ(X) = (X1, X2, X3) , (8.1)

es decir, que xi = Xi. Esta función embebe el conjunto Bref dentro del
espacio f́ısico. El gradiente material de esta función es

G = ∇XΣ(X) =
∂Σi
∂XA

ei ⊗EA = ei ⊗Ei . (8.2)

Empleando la operación Σ tiene sentido definir el campo de desplaza-
mientos como la función

u(X) = φ(X)−Σ(X) . (8.3)
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Supongamos ahora que u tiene un valor y un gradiente que son ambos
pequeños, es decir,

|u(X)| = O(ϵ) , ∥∇Xu(X)∥ = O(ϵ) , (8.4)

con ϵ≪ 1. Para cualquier función f definida en Bref se verifica entonces

∂f

∂Xi
=
∂f ◦φ−1

∂xj

∂(uj +Σj)

∂Xi

=
∂f ◦φ−1

∂xj

∂Σj
∂Xi

+O(ϵ)

=
∂f ◦φ−1

∂xj
δji +O(ϵ)

=
∂f ◦φ−1

∂xi
+O(ϵ) .

(8.5)

Aśı pues, podemos escribir que en esta situación

∇x(f ◦φ−1) = ∇Xf +O(ϵ). (8.6)

Si aceptamos aproximaciones de orden ϵ, entonces las derivadas materiales
y las espaciales pueden suponerse iguales. En estas simplificaciones hemos
empleado la identidad

F (X) = G(X) +∇Xu(X) . (8.7)

Cuando se estudia mecánica de medios continuos con deformaciones pe-
queñas es habitual quitar los sub́ındices de los operadores diferenciales y
utilizar simplemente ∇,∇·,∇× para el operador gradiente, divergencia y
rotacional, respectivamente.

Para desarrollar modelos elásticos será necesario emplear una medida de
deformación adecuada al tamaño de F . Escribimos en primer lugar ∇Xu =
ϵβ, siendo ahora β un tensor tamaño O(1) para identificar claramente cuáles
son los términos pequeños. Aśı pues, el tensor derecho de Cauchy-Green será

C = (G+ϵβ)T (G+ϵβ) = G+ϵ(β+βT )+O(ϵ2) = G+2∇su+O(ϵ2) (8.8)

y, por tanto, el tensor de Green-Lagrange será

E = ∇su+O(ϵ2) . (8.9)

Se define el tensor de deformación infinitesimal

ε = ∇su , (8.10)

con lo que
C ≈ B ≈ G+ 2ε ≈ G+ 2E . (8.11)

El jacobiano J también se puede linealizar de la siguiente manera:

J = det(G+ ϵβ) = det(G)+ (JF−T )(G) : βϵ+O(ϵ2) = 1+∇X ·u+O(ϵ2) .
(8.12)
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8.2. Linealización de la ley de balance de enerǵıa

Consideremos ahora un material termoelástico. En este caso, la enerǵıa
interna se puede escribir de la forma

U = ψ(F ,Θ)−Θ
∂ψ

∂Θ
(F ,Θ), (8.13)

siendo Θ la temperatura absoluta y ψ la enerǵıa libre. Aśı pues, la ley de
balance de la enerǵıa se puede escribir como

∂ψ

∂F
Ḟ −Θ

∂2ψ

∂Θ2
Θ̇−Θ

∂2ψ

∂Θ∂F
: Ḟ = P : Ḟ −∇X ·Q+R. (8.14)

Usando la definición del primer tensor de Piola-Kirchhoff los términos de la
tensión se cancelan y queda

−Θ
∂2ψ

∂Θ2
Θ̇ = Θ

∂2ψ

∂Θ∂F
: Ḟ −∇X ·Q+R. (8.15)

Supongamos ahora que el cuerpo está sometido a fuerzas exteriores y
aportes de calor muy pequeños. Entonces, la deformación y la temperatura
serán de la forma

φ = Σ+ u+O(ϵ2) , Θ = Θ0 + ϑ+O(ϵ2) (8.16)

con u y ϑ campos de orden ϵ. Entonces la ecuación del balance de enerǵıa
se simplifica a

c0ϑ̇ =M0 : ∇u̇−∇ ·Q+R , (8.17)

siendo

c0 = −Θ0
∂2ψ

∂Θ2
(G,Θ0) , M0 = Θ0

∂2ψ

∂Θ∂F
(G,Θ0) (8.18)

que se conocen como la capacidad térmica y el tensor de acoplamiento
termoelástico. Supongamos además que el flujo de calor sea proporcional
al gradiente de temperatura y escribamos, según la ley de Fourier,

Q = −K∇θ , (8.19)

donde K es el tensor de conductividad térmica . Si además suponemos
que el cuerpo no se puede deformar en absoluto la ecuación de balance de
enerǵıa queda

c0 ϑ̇ = −∇ · (K∇ϑ) +R , (8.20)

que es la ecuación clásica del problema de conducción de calor . De hecho,
para definir el problema completamente hay que complementarlo con con-
diciones de contorno en el campo de temperatura y en el de flujo de calor,
y con condiciones iniciales para ϑ.
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8.3. Linealización de la ley de balance de cantidad
de movimiento

Para linealizar la ecuación del balance de cantidad de movimiento em-
pezamos linealizando el primer tensor de Piola-Kirchhoff, a saber,

P = J(G+ ϵβ)F−Tσ = (1 + ϵβ)(G+ ϵβ)σ = σ(1 +O(ϵ)) . (8.21)

Por tanto, si las fuerzas exteriores volumétricas B y de superficie T son
pequeñas, esperamos que la deformación sea pequeña y se puede escribir

0 = ∇X ·P + ρrefB − ρrefA

= ∇X ·(σ(1 +O(ϵ))) + ρrefB − ρrefA

= ∇ · σ + ρrefB − ρrefA+O(ϵ) .

(8.22)

En la teoŕıa clásica de medios deformables, incluyendo la teoŕıa de elastici-
dad, se ignoran todos los términos de orden ϵ y se define ρ = ρref , quedando
la ecuación del balance de cantidad de movimiento de la forma

∇ · σ + ρB = ρA . (8.23)



Apéndice A

Coordenadas ciĺındricas

Las coordenadas de cualquier punto en R3 se puede expresar en un sis-
tema ciĺındrico. Las coordenadas de este sistema se indican con la terna
(r, θ, z) ∈ R+ × [−π, π)×R y están relacionadas con las coordenadas carte-
sianas (x1, x2, x3) según

r =
√
x21 + x22, θ = arctan

x2
x1
, z = x3 , (A.1)

y su relación inversa

x1 = r cos θ , x2 = r sin θ , x3 = z . (A.2)

Como no es un cambio de coordenadas biyectivo pueden aparecer problemas
cuando r = 0. A diferencia de los sistemas cartesianos, la base de vectores
en coordenadas ciĺındricas depende del punto. Estos vectores son tangentes
a las curvas coordenadas en las que dos de las coordenadas se mantienen
constantes y la tercera vaŕıa. Si se define una curva en R3 como x = x(r, θ, z),
se pueden calcular los vectores unitarios tangentes a estas curvas como:

er =
∂x

∂r

∣∣∣∣∂x∂r
∣∣∣∣−1

= cos θe1 + sin θe2,

eθ =
∂x

∂θ

∣∣∣∣∂x∂θ
∣∣∣∣−1

= − sin θe1 + cos θe2,

ez =
∂x

∂z

∣∣∣∣∂x∂z
∣∣∣∣−1

= e3 .

(A.3)

Como
∣∣∂x
∂θ

∣∣ = r, el vector eθ no está bien definido en la recta r = 0. Lejos
de ella, la matriz de cambio de base y su inversa son, respectivamente,

[Acil] =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 , [A−1
cil ] =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 . (A.4)

Nótese que la matriz [Acil] es una rotación aśı pues su inversa es igual a su
traspuesta. Además, la base de vectores {er, eθ, ez} es ortonormal.
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A.1. Elementos de integración

El diferencial del vector de posición de un punto cualquiera de coorde-
nadas ciĺındricas (r, θ, z) es el vector

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ +

∂x

∂z
dz

= (cos θ e1 + sin θ e2) dr + (−r sin θ e1 + r cos θ e2) dθ + e3 dz .
(A.5)

Empleando la matriz de cambio de base [Acil] podemos expresar este vector
en coordenadas ciĺındricas:

{ dx}cil = [Acil]{dx}car

=

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1


cos θ dr − r sin θ dθ
sin θ dr + r cos θ dθ

dz


car

=


dr
r dθ
dz


cil

.

(A.6)

Expresado de otra manera,

dx = dr er + r dθ eθ + dz ez . (A.7)

El diferencial de arco en ciĺındricas se calcula empleando la definición

ds = (dx · dx)1/2 = (dr2 + r2 dθ2 + dz2)1/2 . (A.8)

Siguiendo también su definición, el elemento diferencial de volumen se cal-
cula como

dv =

∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂r

∂x1
∂θ

∂x1
∂z

∂x2
∂r

∂x2
∂θ

∂x2
∂z

∂x3
∂r

∂x3
∂θ

∂x3
∂z

∣∣∣∣∣∣ dr dθ dz =
∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ dr dθ dz = r dr dθ dz.

(A.9)

A.2. Operador gradiente

Si f = f(x) es un campo escalar diferenciable, su diferencial es

df(x) =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂θ
dθ +

∂f

∂z
dz . (A.10)

Este diferencial se puede reescribir como

df(x) =

(
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

∂f

∂z
ez

)
· ( dr er + r dθ eθ + dz ez) = ∇f · dx

(A.11)
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siendo por tanto el gradiente en coordenadas ciĺındricas:

∇f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

∂f

∂z
ez . (A.12)

Para calcular el gradiente de un campo vectorial definido en coordenadas
ciĺındricas, empleamos su definición intŕınseca (1.76), para lo cual usamos
las identidades

der = eθ dθ , deθ = −er dr , dez = 0 . (A.13)

Si v = v(r, θ, z) es un campo vectorial de la forma v = vr(r, θ, z)er +
vθ(r, θ, z)eθ + vz(r, θ, z)ez, su diferencial es

dv =

(
∂vr
∂r

dr +
∂vr
∂θ

dθ +
∂vr
∂z

dz

)
er + vr der

+

(
∂vθ
∂r

dr +
∂vθ
∂θ

dθ +
∂vθ
∂z

dz

)
eθ + vθ deθ

+

(
∂vz
∂r

dr +
∂vz
∂θ

dθ +
∂vz
∂z

dz

)
ez + vz dez

=

(
∂vr
∂r
er +

∂vθ
∂r
eθ +

∂vz
∂r
ez

)
dr

+

(
1

r

(
∂vr
∂θ

− vθ

)
er +

1

r

(
∂vθ
∂θ

− vr

)
eθ +

1

r

∂vz
∂θ
ez

)
r dθ

+

(
∂vr
∂z
er +

∂vθ
∂z
eθ +

∂vz
∂z
ez

)
dz

=

(
∂vr
∂r
er +

∂vθ
∂r
eθ +

∂vz
∂r
ez

)
⊗ er · dr er

+

(
1

r

(
∂vr
∂θ

− vθ

)
er +

1

r

(
∂vθ
∂θ

− vr

)
eθ +

1

r

∂vz
∂θ
ez

)
⊗ eθ · r dθ eθ

+

(
∂vr
∂z
er +

∂vθ
∂z
eθ +

∂vz
∂z
ez

)
⊗ dz ez

=∇v · dx ,
(A.14)

donde se puede identificar por tanto el gradiente

∇v =

(
∂vr
∂r
er +

∂vθ
∂r
eθ +

∂vz
∂r
ez

)
⊗ er

+

(
1

r

(
∂vr
∂θ

− vθ

)
er +

1

r

(
∂vθ
∂θ

− vr

)
eθ +

1

r

∂vz
∂θ
ez

)
⊗ eθ

+

(
∂vr
∂z
er +

∂vθ
∂z
eθ +

∂vz
∂z
ez

)
⊗ ez .

(A.15)
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De forma más compacta, el gradiente de un campo vectorial en coordenadas
ciĺındricas se puede escribir como:

[
∇v
]
=

 vr,r
vr,θ−vθ

r vr,z
vθ,r

vr+vθ,θ
r vθ,z

vz,r
vz,θ
r vz,z

 . (A.16)

A.3. Operador divergencia

Si v = v(r, θ, z) es un campo vectorial con componentes vr, vθ, vz, su
divergencia es el campo escalar

∇ · v = tr(∇v) = 1

r

∂(r vr)

∂r
+

1

r

∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z

. (A.17)

Si T = T (r, θ, z) es un campo tensorial con componentes Trr, Trθ, . . ., su
divergencia es el campo vectorial

∇ · T =

(
∂Trr
∂r

+
1

r

(
∂Tθr
∂θ

+ (Trr − Tθθ)

)
+
∂Tzr
∂z

)
er

+

(
∂Trθ
∂r

+
1

r

(
∂Tθθ
∂θ

+ (Trθ + Tθr

)
+
∂Tzθ
∂z

)
eθ

+

(
∂Trz
∂r

+
1

r

(
∂Tθz
∂θ

+ Trz

)
+
∂Tzz
∂z

)
ez.

(A.18)

A.4. Tensor de deformación infinitesimal

El tensor de deformación infinitesimal se obtiene simetrizando el opera-
dor gradiente y resulta, en coordenadas ciĺındricas:

[ε] =

 ur,r
1
2

(ur,θ
r + uθ,r − uθ

r

)
1
2 (ur,z + uz,r)

1
2

(ur,θ
r + uθ,r − uθ

r

)
ur
r +

uθ,θ
r

1
2

(uz,θ
r + uθ,z

)
1
2 (ur,z + uz,r)

1
2

(uz,θ
r + uθ,z

)
uz,z


(A.19)

A.5. Problemas axisimétricos

Los problemas axisimétricos son aquellos en los que se puede escoger
una dirección de simetŕıa de revolución, tanto para las cargas como para la
geometŕıa. En este caso, y escogiendo un sistema de coordenadas ciĺındricas
con el eje z que coincida con el de revolución se tiene que el campo de
desplazamiento será de la forma

u = u(r, z) = ur(r, z)er + uz(r, z)ez , (A.20)

con lo que el cálculo de todos los operadores diferenciales se simplifica.



Apéndice B

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto en el espacio Eucĺıdeo son (r, θ, ϕ) ∈
R+ × [0, π)× [−π, π) cuya relación con las coordenadas cartesianas es:

r =
√
x21 + x22 + x23, θ = arctan

√
x21 + x22
x3

, ϕ = arctan
x2
x1
. (B.1)

La relación inversa es por tanto

x1 = r sin θ cosϕ , x2 = r sin θ sinϕ , x3 = r cos θ . (B.2)

Al igual que ocurre con las coordenadas ciĺındricas, la relación entre las
coordenadas esféricas y las cartesianas tiene singularidades, como veremos
después. Los vectores de la base en coordenadas esféricas son

er =
∂x

∂r

∣∣∣∣∂x∂r
∣∣∣∣−1

= sin θ cosϕ e1 + sin θ sinϕ e2 + cos θ e3,

eθ =
∂x

∂θ

∣∣∣∣∂x∂θ
∣∣∣∣−1

= cos θ cosϕ e1 + cos θ sinϕ e2 − sin θ e3,

eϕ =
∂x

∂ϕ

∣∣∣∣∂x∂ϕ
∣∣∣∣−1

= − sinϕ e1 + cosϕ e2 ,

(B.3)

y por lo tanto la matriz de transformación de coordenadas y su inversa son:

[Aesf ] =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

 ,
[A−1

esf ] =

 sin θ cosϕ cos θ cosϕ − sinϕ
sin θ sinϕ cos θ sinϕ cosϕ

cos θ − sin θ 0

 .
(B.4)

La matriz A es ortonormal y su inversa es igual a su transpuesta.
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B.1. Elementos de integración

El diferencial de un vector de posición en un punto arbitrario (r, θ, ψ) es

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ +

∂x

∂ϕ
dϕ

=(sin θ cosϕ e1 + sin θ sinϕ e2 + cos θe3) dr

+ (r cos θ cosϕ e1 + r cos θ sinϕ e2 − r sin θe3) dθ

+ (−r sin θ sinϕ e1 + r sin θ cosϕ e2) dϕ .

(B.5)

Tal y como está calculado, las componentes de este diferencial, aunque fun-
ción de (r, θ, ϕ), son las componentes en la base cartesiana pues multiplican
a los vectores de esta base. Para encontrar las componentes del diferencial de
posición en coordenadas esféricas simplemente utilizamos la expresión para
el cambio de base de componentes de un vector

{ dx}esf = [Aesf ]{ dx}car

=

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0


sin θ cosϕ dr + r cos θ cosϕ dθ − r sin θ sinϕdϕ
sin θ sinϕ dr + r cos θ sinϕ dθ + r sin θ cosϕdϕ

cos θ dr − r sin θ dθ


car

=


dr
r dθ

r sin θ dϕ


esf

.

(B.6)
Este resultado se puede escribir de manera equivalente como

dx = dr er + r dθ eθ + r sin θ dϕ eϕ . (B.7)

Usando la definición del diferencial de arco se sigue que este tiene por ex-
presión, en coordenadas esféricas,

ds = (dx · dx)1/2 = (dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2)1/2 . (B.8)

Empleando ahora la definición del elemento diferencial de volumen obtene-
mos

dv =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂r

∂x1
∂θ

∂x1
∂ϕ

∂x2
∂r

∂x2
∂θ

∂x2
∂ϕ

∂x3
∂r

∂x3
∂θ

∂x3
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣ dr dθ dϕ
=

∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣ dr dθ dϕ
= r2 sin θ dr dθ dϕ .

(B.9)
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B.2. Operador gradiente

Para encontrar la expresión del operador gradiente en coordenadas esféri-
cas estudiamos una función f = f(x) diferenciable. Como se acaba de indi-
car, su diferencial es

df(x) =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂θ
dθ +

∂f

∂ϕ
dϕ . (B.10)

Reescribiendo este diferencial de la siguiente manera

df(x) =

(
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
eϕ

)
·(er+r eθ+r sin θ eϕ) = ∇f ·dx

(B.11)
se puede identificar el vector gradient como

∇f(x) = ∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
eϕ . (B.12)

La extensión de esta definición al gradiente de un campo vectorial utilizamos
su definición intŕınseca. Pare ello, comenzamos por calcular los diferenciales
de los vectores de la base esférica. Aśı, si escribimos

er
eθ
eϕ

 = [Aesf ]


e1
e2
e3

 , (B.13)

podemos calcular el diferencial
der
deθ
deϕ

 =

(
[
∂Aesf
∂r

] dr + [
∂Aesf
∂θ

] dθ + [
∂Aesf
∂ϕ

] dϕ

)
e1
e2
e3


=

(
[
∂Aesf
∂r

] dr + [
∂Aesf
∂θ

] dθ + [
∂Aesf
∂ϕ

] dϕ

)
[A−1

esf ]


er
eθ
eϕ

 .

(B.14)

Realizando estas operaciones se obtiene que

der = dθ eθ + sin θ dϕ eϕ

deθ = −dθ er + cos θ dϕ eϕ

deϕ = − sin θ dϕ er − cos θ dϕ eθ .

(B.15)

Aśı pues, si v = v(r, θ, ϕ) es un campo vectorial cuya expresión en coordena-
das esféricas es v = vr(r, θ, ϕ) er+vθ(r, θ, ϕ) eθ+vϕ(r, θ, ϕ) eϕ, su diferencial
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se podrá calcular como:

dv =

(
∂vr
∂r

dr +
∂vr
∂θ

dθ +
∂vr
∂ϕ

dϕ

)
er + vr der

+

(
∂vθ
∂r

dr +
∂vθ
∂θ

dθ +
∂vθ
∂ϕ

dϕ

)
eθ + vθ deθ

+

(
∂vϕ
∂r

dr +
∂vϕ
∂θ

dθ +
∂vϕ
∂ϕ

dϕ

)
eϕ + vϕ deϕ

=

(
∂vr
∂r
er +

∂vθ
∂r
eθ +

∂vϕ
∂r
eϕ

)
dr

+

((
∂vr
∂θ

− vθ

)
er +

(
∂vθ
∂θ

+ vr

)
eθ +

∂vϕ
∂θ
eϕ

)
dθ

+

((
∂vr
∂ϕ

− vϕ sin θ

)
er +

(
∂vθ
∂ϕ

− vϕ cos θ

)
eθ

+

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr sin θ + vθ cos θ

)
eϕ

)
dϕ

=∇v · dx ,

(B.16)

por lo que se puede identificar el tensor gradiente como aquel con expresión

∇v =

(
∂vr
∂r
er +

∂vθ
∂r
eθ +

∂vϕ
∂r
eϕ

)
⊗ er

+
1

r

((
∂vr
∂θ

− vθ

)
er +

(
∂vθ
∂θ

+ vr

)
eθ +

∂vϕ
∂θ
eϕ

)
⊗ eθ

+
1

r sin θ

((
∂vr
∂ϕ

− vϕ sin θ

)
er +

(
∂vθ
∂ϕ

− vϕ cos θ

)
eθ

+

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr sin θ + vθ cos θ

)
eϕ

)
⊗ eϕ.

(B.17)

B.3. Operador divergencia

Para hallar la expresión de la divergencia de un campo vectorial v(r, θ, ψ)
empleamos también la definición∇·v = tr(∇v) y se obtiene el campo escalar

∇ · v =
1

r2
∂(r2vr)

∂r
+

1

r sin θ

∂(vθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂vϕ
∂ϕ

. (B.18)

De manera análoga, si T (r, θ, ϕ) es un campo tensorial, la expresión de su
divergencia se puede calcular usando la relación (∇ · T ) · a = ∇ · (T Ta),
donde a es un vector constante.
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enerǵıa, 98
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140
función de enerǵıa interna, 140
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trayectoria, 57, 120
traza de un tensor, 11
triple producto, 6
tubo de corriente, 120
tubo de vorticidad, 122

variación, 145
vector, 1
vector axial, 10
vector de tensión de Cauchy, 71
vector de tensión de Piola-

Kirchhoff, 71
vector de tensión nominal, 71
vector de tensión verdadera, 71



168 Mecánica de medios continuos I. Romero

vector unitario, 4
velocidad espacial, 58
velocidad material, 58
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