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Capitulo 1

Fundamentos matematicos

La mecénica de medios continuos es una teoria de campos y su presen-
tacién actual hace uso extenso de conceptos matematicos. Asi, en los libros
m&s avanzados de esta disciplina se emplean nociones de topologia, geo-
metria diferencial en variedades, anélisis funcional, teoria de grupos, formas
diferenciales, calculo directo de variaciones, etc. Es por ello por lo que la
mecéanica de medios continuos resulta de interés a ingenieros, que la em-
plean como base de métodos de célculo en sélidos y fluidos, pero también
a matematicos que encuentran en ella una entorno para la aplicacién, casi
directa, de conceptos aparentemente abstractos.

En estos apuntes no se pretende explorar los aspectos més avanzados de
los fundamentos matematicos de la mecanica de medios continuos, pero si
aprovechar la elegancia y la capacidad de expresién que las mateméticas con-
fieren a esta materia. Para expresar de manera més natural los conceptos
elementales de la mecédnica de medios continuos se vuelve imprescindible,
por tanto, presentar el algebra y célculo tensorial y algunos conceptos de
geometria diferencial, dejando para otros libros los aspectos m&s comple-
jos [5, 7, 8, 13, 12, 4].

1.1. Puntos en espacio

En este libro estudiaremos problemas en R? siendo d = 1,2,3. A un
punto en R? se le pueden asociar d nimeros reales llamados coordenadas
de tal forma que, al menos localmente, existe una bijeccién suave entre esta
coleccién de nimeros y los puntos en R%. Asf, si € R? se pueden encon-
trar aplicaciones & — (z1, 9, ...,xq) que localmente permiten identificar el
punto.

Las coordenadas de un punto se agruparan siempre entre paréntesis para
distinguirlas de otros objectos como las componentes de un vector. Nétese
que no se permiten operaciones como la suma, resta o producto escalar
entre puntos puesto que para ello es necesario que los objectos con los que
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se operan tenga mas estructura. Las coordenadas cartesianas de un punto
coinciden con las componentes de su vector de posicion y por ello, en cursos
mas elementales, se usan de forman intercambiable. Pero en general esta
identificacién no es vélida y puede llevar a errores incluso en operaciones
muy sencillas.

> Ejemplo 1.1.1. Considérense los puntos A y B en R?. Ambos estdn a
una distancia d del origen pero, mientras que el punto A estd en la parte
positiva del eje horizontal, el punto B esta en la parte positiva del eje vertical.
Calcular el punto medio del segmento AB usando coordenadas cartesianas
y polares.

En coordenadas cartesianas, A = (d,0), B = (0,d) y el punto medio
es C = (d/2,d/2) = (A+ B)/2. En coordenadas polares, A = (d,0),B =
(d,7/2) y C = (d/\2,m/4) # (A+ B)/2. <

Una curva es una familia uniparamétrica de puntos en el espacio. Dado
un parametro u € (a,b), las ecuaciones paramétricas de los puntos x de la
curva son de la forma

x=2z(u) = (21(u), T2(u),...,Tq(u)) . (1.1)

De manera andloga, una superficie es un conjunto biparamétrico de puntos
en el espacio. Las coordenadas de dichos puntos, que indicamos también
como x, se obtienen a partir de las ecuaciones paramétricas

x = x(u,v) = (&1(u,v), Z2(u,v),. .., Eq(u,v)) . (1.2)

siendo u € (a1, b1),v € (ag,bs) los pardmetros de la superficie. Por tltimo,
un volumen es un conjunto generado por tres pardmetros u € (ay, by),v €
(ag,b2),w € (as,bs) con puntos de coordenadas

x = z(u,v,w) = (21(u,v), T2(u,v,w), ..., Tq(u,v,w)) . (1.3)

1.2. Vectores en el espacio Euclideo

La definicion completa de los conceptos de vector y espacio vectorial
se pueden consultar en textos bédsicos de algebra lineal. En lo que sigue,
llamaremos vector simplemente a un elemento de ¥V = R4™ siendo dim = 3
en este capitulo, aunque la gran parte de los conceptos que se presentan son
validos también para otras dimensiones.

Notacion: Para diferenciar los vectores de los escalares se emplean en
la literatura distintas notaciones. Asi, dependiendo del libro u autor que se
consulte, un mismo vector se puede ver escrito como w, u, i, u, . . . Entre estos
simbolos, todos ellos vélidos, utilizaremos el primero. Nétese que, salvo que
se indique lo contrario, siempre se emplearan letras mintsculas para referirse
a vectores.
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1.2.1. Componentes de un vector y cambio de base

Sea B = {e1, ez, e3} una base cartesiana de V. Cualquier vector v € V
se puede expresar de la forma
dim

v =vi1€e] + 1vgeg + v3es = Zvi e, (1.4)
i=1

y v1, V2, v3 se llaman las componentes de v en la base B. Las componentes
de un vector son unicas para una base dada, pero cambian segin la base a
la cudl se refieren, por lo que no se debe confundir el vector mismo con sus
componentes.

Para expresar que la terna vy, va, v3 son las componentes del vector v en

la base B escribiremos:
U1

{vlg = v - (1.5)
V3 B
Cuando no hay posibilidad de confusiéon porque sélo se ha definido una base
se emplea la notacién
U1
{v}=quvap . (1.6)
U3
La relacién entre las componentes de un vector, referidas a dos bases
distintas se obtiene de la siguiente manera. Sea B la base anteriormente de-
finida y B’ una nueva base cartesiana formada por los vectores ortonormales
{e},eh, es}. Un vector e; cualquiera de la base B se puede expresar como
suma de vectores de la base B’ de la forma:

!/ / /
e; = a;1€1 + a;9€y + a;zes . (17)
Otro vector cualquiera v se puede escribir indistintamente como combinacién
lineal de los elementos de B o de los de B, es decir,

dim dim

v:Zviei:Zv;eg. (1.8)
i=1 j=1

Sustituyendo la expresién (1.7) e identificando las componentes se obtiene

que
dim

U;- = Zaij v; . (19)
=1

Esta ultima relacién se puede expresar matricialmente como

vy ail a1 asi U1

/
Uh = | ai2 ase ass Vg , (1.10)
V3 ) pr a1z a3 ass U3) 5
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o de forma compacta

{v}p = [A]"{v}5 . (1.11)
Si las bases B y B’ son ortonormales, un concepto que se definird més ade-
lante, la matriz de cambio de base [A] es una matriz ortogonal, es decir, que
verifica [A] ™! = [A]T. M4s anin, si las dos bases tienen la misma orientacion,
entonces el determinante de [A] es igual a 1 y por tanto esta matriz es una
rotacion.

Observaciones:

a) Es habitual referirse a los vectores de la base cartesiana de ¥V = R4™
como {%,j,k} y las componentes de un vector v en dicha base como
Vg, Vy, Vs

b) En general, existen sistemas de coordenadas con bases que no son or-
tonormales. En este libro no las consideraremos pues las operaciones
(algebraicas y diferenciales) en estos sistemas son mucho mas comple-
jas que en el caso ortonormal.

1.2.2. Operaciones algebraicas basicas

Los vectores de R1™ poseen las operaciones vectoriales bésicas de
suma y multiplicacién por un escalar. Para realizar operaciones vectoriales
nos vemos obligados a menudo a emplear las componentes de un vector, pero
es importante recalcar que el resultado es independiente de la base escogida.
Por ejemplo, para calcular el vector ¢ = a + b, utilizamos las componentes
de todos ellos en la base B y podemos emplear la expresién:

C1 aq bl
co = a2 + < by . (1.12)
C3 B as B b3 B

Ademas, en el espacio Euclideo se define el producto escalar, una ope-
racion bilineal y simétrica, a partir de la métrica, esto es, los escalares

gij = €; - ej (1.13)

coni,j =1,2,3y gij = gji- Se dice ademds que una base es ortonormal si
su métrica satisface g;; = d;;, siendo esta tultima la delta de Kronecker

0ij = {1 e (1.14)
0 sit#7.
Por linealidad, el producto escalar de dos vectores cualesquiera a y b en una
base ortonormal es
3
a-b= Z a; bj 51']‘ = a1b1 + asbs + asbs (1.15)
ij=1
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ay

a,

Figura 1.1: Descomposiciéon de un vector segin una direccién v y su plano
perpendicular.

siendo a;, b; las componentes de ambos vectores en dicha base. El producto
escalar, como el resto de operaciones de las que tratamos, es una operacion
intrinsica que no depende de la base escogida. La norma FEuclidea de
un vector se indicard como |a| y se define de la siguiente forma

la| =va - a. (1.16)

> Ejemplo 1.2.1. Demostrar que la norma de un vector es una operacién
intrinseca.

Sea u un vector arbitrario y B,B’ dos bases cartesianas. Entonces se
cumple que la norma al cuadrado de este vector se puede escribir como

{ulb{ute = (A" {u}s)" (4" {u}s) = {w}FA)[A] {u}s = {u}E{uls

yva que la matriz de cambio de base es ortogonal. El resultado de la operacién
es, por tanto, independiente de la base escogida para representar el vector.
Si las dos bases escogidas no fueran ortonormales el resultado también seria
cierto pero la matriz de cambio de base no seria ortonormal y por lo tanto
la demostracion cambiaria ligeramente. N

El producto escalar Euclideo tiene una interpretacién geométrica, pues
el angulo formado por dos vectores a y b es
a-b
cosf) = —— . (1.17)
|al [b|
Cualquier vector no nulo se puede normalizar, multiplicindose por el
inverso de su norma, y obteniéndose un vector unitario. Dado un vector
cualquiera a y otro vector cualquiera unitario u, se definen la proyeccién de
a sobre u y la proyeccién de a sobre el plano normal a u como

alllt:(a-u)u, af;:a—a‘,“. (1.18)
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a

Figura 1.2: Paralelepipedo generado a partir de 3 vectors cuyo volumen
puede ser calculado a partir del triple producto.

Esta descomposicién es tnica y se puede escribir a = aq + at. Véase la
ilustracion en la figura 1.1.

El producto vectorial de dos vectores se indica como a x b y, para
cualquier base cartesiana B = {ej, e2, e3}, éste se calcula mediante la regla

e; e e3
axb=la ay ag|, (1.19)
by by b3

y da lugar a un vector perpendicular a a y b, orientado segin la regla
de la mano derecha y con médulo |a x b| = |a||b|sin(d), siendo 6 el angulo
comprendido entre a y b. Por tanto, el drea de un tridangulo con lados a, b, b—
a es

1
area(a,b,b —a) = ila x b. (1.20)

El producto vectorial de tres vectores, por ejemplo a x (b X ¢), tiene por
expresion

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (1.21)

Existen varias formas de demostrar esta identidad [11]. Quiza la més sencilla
se basa en utilizar que a x (b X ¢) es una operacién trilineal en a, b, c 'y que
el resultado debe de ser un vector contenido en el plano de b y ¢. En primer
lugar suponemos que b y ¢ no son paralelos, pues si no la demostracion es
trivial. En el caso b x ¢ # 0 se sigue que

ax(bxc)=pb+n~c, (1.22)

siendo (8,7 dos escalares. Tomando el producto escalar con a de ambos
lados de esta igualdad resulta que 0 = B(b- a) + vy(c-a). Como by ¢ no
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son paralelos, bien b-a o ¢ - a es no nulo. Suponiendo, por ejemplo, que el
primer producto escalar es distinto de cero deduce que

ax(bxe)= i((c~a)b—(b~a)c) . (1.23)
c-a
La tnica manera de que esta expresion sea lineal en los tres vectores es que
[ sea un multiplo de ¢ - a, es decir, que

ax(bxec)=C((c-a)b—(b-a)c) , (1.24)

siendo C una constante independiente de a,b,c. Tomando, a = es, b =
€2, c = e3 se comprueba que la constante ha de tener valor 1.
El producto mixto o triple producto de tres vectors a, b, ¢ se define
como
[abcj=a-bxc. (1.25)

El triple producto es invariante frente a permutaciones pares de sus argu-
mentos, pero cambia de signo cuando la permutacién es impar. Adem4s, se
verifica:

abcl=|a b c|= (1.26)

0O SR

En esta tdltima expresion, el primer determinante es el que se obtiene al
colocar las componentes de los tres vectores en las columnas de una matriz,
y el segundo en sus filas. El product mixto de tres vectores a, b, ¢ es igual
al volumen orientado de un paralelepipedo con lados paralelos a estos tres
vectores. Véase la Figura 1.2.

> Ejemplo 1.2.2. Sean B = {ej,ez,e3} y B = {e€], e}, e5} dos bases
ortonormales relacionadas por

V3 1 1 V3
61:76/14-56/2, 62:—56/14-76/2, egzeg,

y tres vectores a, b, ¢ cuyas componentes en la base B son

1 0 -1
{a}g =< 2 ) {b}s = 1 ) {c}p = 0
3 B -1 B 2 B

Para calcular las componentes de estos tres vectores en la base B’ identifi-
camos, en primer lugar, la matrix [A] de cambio de base

Ow‘%wh—\
— o O
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de lo que se sigue que
£ 0] 2
{ahy = [A"{a}s = | —} 3 2 b =3 Vil
0 0 3 B 3 B’
i o1 91" 1
; 5 " A
;) = g 3 Vo
{b}p = [A]' {b}s = | -1 £ 1 ; :
L 0 O ] _1 B _1 B!
(i o1 017 (¢ _1 _\V3
{ehs = [A{e}s = | —1 3 0 1
L O 0 | 2 B 2 B
El producto escalar de a y b se puede calcular como
1 0
a-b={a}y-{bjg=1 2 1
3 -1
1
R 2
={aly {blg =] V3 % @
B/ ]‘ BI

=1,

pues al ser una operacién intrinseca su valor es independiente de la base en la
que se expresen los vectores. El vector a x b se puede calcular en cualquiera
de las dos bases definidas

e ey e3 -5
{axblz=|1 2 3 [={ 1
0 1 -1 1 B
& e | (150
{axblg=| -1 V3+3 3 [={ 5,3
1 V3 -1 1
2 2 B
y se puede verificar que {a x b}z = [A]"{a x b}g. <
1.3. Tensores

Los tensores son objetos del dlgebra lineal tan utiles como los vectores, y
su uso en varias ramas de la mecanica es muy habitual. Por ejemplo, el tensor
de inercia aparece en la descripcién de la dinamica del sélido rigido. En la
mecanica de sélidos y fluidos este tipo de objetos aparece constantemente y
permite, como se explicard en esta seccidn, expresar de forma compacta las
relaciones lineales entre vectores.
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1.3.1. Tensores de segundo orden

Los tensores de segundo orden son los mas comunes y a veces nos
referiremos a ellos simplemente como “tensores”, sobreentendiéndose que el
orden al que se hace referencia es dos. Estos objetos se estudian en Algebra
bajo el nombre de “homomorfismos lineales”, y en estas notas se usara el
simbolo V? para referirnos a este conjunto. Los tensores de segundo orden
son, pues, simplemente aplicaciones lineales de V en V, es decir, funciones
lineales que transforman un vector en otro.

Para cualquier vector a € V, un tensor T es una operacién lineal tal
que T'(a) es otro vector. Por sencillez, los paréntesis se eliminan y se escribe
simplemente b = T'a. La propiedad fundamental, por tanto de los tensores
de segundo orden es

T(aa + fb) = aTa + BT, (1.27)

siendo «, 8 dos nimeros reales y a, b dos vectores.

Notacion: Igual que en el caso de los vectores, existe una notacion espe-
cial que permite distinguir los tensores de segundo orden del resto de objetos
(escalares, vectores, ... ). También esta notacién depende del autor o del li-
bro que se consulte y un mismo tensor se puede escribir como A, A, A, ...
En estas notas se empleard la primera de ellas y se evitara la confusién entre
vectores y tensores de segundo orden empleando siempre que no se indique
lo contrario letras mintsculas en el primer caso y mayusculas en el segundo.

1.3.2. Componentes y cambio de base

Recordamos que un tensor es simplemente una operaciéon que transforma
vectores en vectores, y que es lineal. Para describir completamente un tensor
basta por tanto conocer el resultado de operarlo sobre un vector cualquiera.
Si T es un tensor de segundo orden y a € V, entonces podemos escribir

b=Ta , (1.28)

siendo b otro vector. Expresando a y b en una base y utilizando la linealidad
del tensor se sigue que

Z bk €L — T(Z aj ej) = Zaj Tej . (1.29)
k J J

Vemos por tanto que para describir un tensor es suficiente saber cudl es el
resultado de operarlo sobre los vectores de una base. Mas atin, para conocer
este resultado escribimos

bi =b- €e; = Za]‘ €; - (TEj) . (130)
J
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Definiendo las componentes de un tensor T en la base {e;} como los
nueve escalares

Tij=e;-(Tej), i=123 j=123, (1.31)

se puede, finalmente, escribir el resultado de operar un tensor sobre un vector
como

bl' = Zﬂjaj . (132)
J

Las componentes de un tensor referidas a una base B se muestran en
forma de matriz, y se escribe

Ty T Tig
Tlp=| Ton T T3 (1.33)
T3 T3 133 |4

de forma andloga a la expresién en un vector columna de un vector (1.5).
Como en el caso de los vectores, la matriz de un tensor en una base cualquiera
no debe de confundirse con el tensor propiamente dicho.

La propiedad de linealidad de los tensores implica que las componentes
del vector b que resulta de la aplicacién de un tensor T' sobre un vector a
se pueden obtener multiplicando la matriz [Tz y el vector columna {a}z.
Es decir, si b = T'a, entonces

{b}s = [T]s{a}s . (1.34)
o mas explicitamente
b1 Ty Tie Tis a
by = | Tor Toe To3 as : (1.35)
bs) 5 Ts1 Tz2 T33 |5 \a3) 4

Observando la definiciéon de las componentes de un tensor deducimos
que éstas dependen de la base en la que se exprese el tensor. Para hallar
la relacién entre componentes de un mismo tensor en dos bases cartesianas
distintas B y B’ escribimos la relacién b = T'a en componentes de las dos
bases.

{b}s =[T]p{a}s . y {b}p =[T|z{a}s . (1.36)
La expresién (1.11) relaciona las componentes de los vectores a y b en las
dos bases asi que la segunda ecuacién de (1.36) se puede escribir como

[A]"{b}s = [T]5[A]"{a}s . (1.37)

Despejando {b}p y comparando el resultado con la primera ecuacién de
(1.36) se deduce que la expresién que relaciona las componentes de T en las
dos bases consideradas es

[T)5 = [A[T]s[A]" . (1.38)
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Al ser operadores lineales, todas las operaciones que podamos definir so-
bre o entre tensores tiene su analogia en las operaciones matriciales, aunque
las primeras son indepdendientes de las coordenadas. Asi, por ejemplo, dado
un tensor A cualquiera se define su transpuesto A’ como el tinico tensor
que satisface

a-(Ab) = (ATa) - b, (1.39)

para cualquier pareja de vectores a,b € V. Se puede comprobar que, en
cualquier sistema de coordenadas, la matriz correspondiente a A’ coincide
con la matriz de componentes de A, transpuesta.

1.3.3. Algunos tensores especiales

Algunos tensores o tipos de tensores aparecen a menudo o son muy utiles.
Recogemos aqui algunos de ellos con su definicion.

a) El tensor nulo es el unico tensor tal que T'a = 0, para cualquier
vector a. En cualquier sistema de coordenadas, su matriz sélo tiene
componentes nulas.

b) Andlogamente, el tensor identidad I es el tinico que verifica Ia = a
para todo vector a. La matriz de componentes de I, en cualquier base,
es la matriz identidad.

¢) Se dice que un tensor es simétrico si es igual a su traspuesto, y
tensor antisimétrico (o hemisimétrico) si es el opuesto de su tras-
puesto. Se comprueba inmediatamente que la matriz asociada a un
tensor simétrico es simétrica, en cualquier base, y la matriz asociada a
un tensor antisimétrico es a su vez antisimétrica, también en cualquier
base. Los tensores antisimétricos tienen una propiedad que empleare-
mos mas adelante y es que el efecto de aplicar un tensor antisimétrico
W sobre un vector cualquiera a es el mismo que el de multiplicar vec-
torialmente un vector w, llamado el vector axial de W, sobre a. Es
decir, que para todo vector a,

Wa =w x a, (1.40)

e indicamos w = axial[W]. Ademés esta relacién es reciproca, y por
ello multiplicar vectorialmente un vector w por otro vector cualquiera
a es equivalente a multiplicar un tensor antisimétrico W, que es tinico,
y que se llama el tensor antisimétrico asociado al vector w.

d) Un tensor T es definido positivo si a-(Ta) > 0 para cualquier vector
a y ademas sélo es cero cuando el vector a es nulo. Si se elimina esta
ultima condicion se dice que el tensor es semidefinido positivo.
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1.4. Tensores de rotacion

Las rotaciones son tensores de orden dos que juegan un papel muy impor-
tante en Mecdnica de Medios Continuos y, en general, en toda la Mecéanica.
Un tensor @Q es ortogonal si satisface

QR =Q"Q=1. (1.41)

Si det Q =1 el tensor es una rotacion y si det(Q = —1, es una reflexion.
La propiedad fundamental de los tensores ortogonales es que conservan el
producto escalar, es decir, para toda pareja de vectores a, b verifican

(Qa) - (Qb)=a-b. (1.42)

Tomemos ahora una curva uniparamétrica de tensores de rotacién ¢t — Q(t).
Derivando la identidad Q(t)Q7 (t) = I con respecto al tiempo obtenemos

QRN = —@QNQ (1) . (1.43)
asi pues Q(t)Q7(t) es un tensor hemisimétrico que llamamos @(t) y por
tanto

Q(t) = &(H)Q(1) . (1.44)

El vector axial w(t) se llama la velocidad angular de la rotacién Q(t).

1.4.1. Operaciones algebraicas

Los tensores poseen las operaciones de suma, multiplicacién y multipli-
cacidn por un escalar y estas se definen a partir de los conceptos corres-
pondientes para vectores y la propiedad de linealidad. Por ejemplo, dados
dos tensores A, B, el tensor suma C = A + B se define como aquel que
aplicado a un vector cualquiera v resulta Cv = Av + Bwv. El producto de
dos tensores C = BA es el Unico tensor que satisface

Cv = B(Av) (1.45)

para cualquier vector v € V.

La expresiéon matricial del resultado de todas estas operaciones es la
correspondiente operacion matricial operada sobre las matrices de compo-
nentes de los tensores. Insistimos, como en el caso de los vectores, que el
resultado es independiente de la base escogida.

Dos vectores a y b pueden operarse mediante el llamado producto
diddico, o producto exterior, resultando en un tensor de segundo orden
a ® b definido por

(a®b)c=a(b-c), (1.46)

para cualquier vector c¢. Esta operacion es muy importante porque permite
construir tensores a partir de objectos més sencillos, como son los vectores.
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De hecho, un tensor de segundo orden T' con components 7;; en una base
B = {e1, ez, e3} se puede definir como

dim

T=)>Y Tjei®e. (1.47)
ij=1

Para comprobar esta afirmacion basta con comprobar que la componente
(i,7) del tensor asi definido es precisamente Tj;. De la definicién (1.31) se
sigue que

dim dim
e - Z Tuer®e | e = Z T 041 015 = Tj . (1.48)
k=1 k=1

Esta forma de construir tensores se puede extender a objetos de érden mas
alto, como se verd més adelante.

La traza es una operacién lineal sobre tensores definida mediante la
relacién

trla®b) =a-b, (1.49)

sobre diddicas. Como todo tensor es la suma de 9 parejas diddicas se verifica

dim dim dim dim

tI‘(T) = tr(z Tijei ®e]') == Z E]’ tr(ei & ej) = Z Tije,- -ej = ZT’“ .
ig=1 ij—=1 ig=1 =1

(1.50)

La traza de un tensor no depende tampoco de la base en la que se exprese su
matriz de componentes y se dice que es por tanto un invariante del tensor.
La operacion traza es lineal asi que, dado un escalar a y dos tensores T, .S,

tr(aT) = atr(T) , tr(T + S) = tr(T) + tr(S) . (1.51)

Decimos que un tensor es desviador si tiene traza nula y esférico si es de
la forma T = plI, siendo p un escalar.
El producto escalar entre tensores de orden dos se escribe con el
%)

simbolo “:” y se define como la operacién que a toda pareja de tensores T, .S
asocia el escalar T : S definido por

T:S=tr(STT) . (1.52)

En componentes, la operaciéon de la doble contraccion, como también se
conoce a este producto escalar, es simplemente

dim dim

T:S=> Y TS (1.53)

i=1 j=1
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Como esta operacion define un producto escalar, también se puede definir
una norma asociada de tensores:

IT| =VT:T . (1.54)

El adjunto de un tensor T es otro tensor adj(T") definido mediante la
siguiente relacién: sean a y b dos vectores cualesquiera, el adjunto de T es
el Unico tensor que verifica

(Ta) x (Tb) = adj(T)(a x b) . (1.55)

Nétese que el tensor T puede ser singular y que atn asi, su adjunto estd bien
definido. El determinante de un tensor T es el escalar det(T') que verifica

[Ta Tb Tc|] = det(T)[a b c] . (1.56)

El determinante es, por tanto, otro invariante del tensor. Cuando un tensor
tiene determinante nulo se dice que éste es singular y en caso contrario,
regular.

Por tltimo, dado un tensor regular T' € V? cualquiera, existe un ten-
sor T~!, denominado el tensor inverso de T tal que

TT '=T7'T=1. (1.57)

El tensor inverso ademaés, cuando existe, es Unico. Existe un caso particular
de tensores en los que el tensor inverso coincide con el transpuesto. Estos
tensores se llaman ortogonales y si ademas su determinante es igual a 1,
entonces rotaciones.

> Ejemplo 1.4.1. Sea F' un tensor regular de segundo orden. Demostrar,
usando la definicién del determinante, que

axb=det(F)FT(AxB),
siendoa=FAyb=FB.

Para demostrar esta identidad se emplea un método muy comun en otras
demostraciones de algebra y célculo tensorial. Sea ¢ = F'C un vector arbi-
tario en V. Usando la definicién del determinante de un tensor se tiene que

(@xb)-c=[abc]=[FAFB FC|=det(F)(Ax B)-(Fl¢).
Ademds, usando las propiedades del producto escalar se cumple que
(@xb)-c=det(F)(Ax B)-(F 'c)=[det(F)FT(Ax B)]-c.

Comparando la expresion de la izquierda y la de la derecha, puesto que c es
un vector arbitrario se debe de cumplir que aquello que estd multiplicando
ha de ser también lo mismo, es decir,

axb=det(F)F1(AxB),

que es el resultado pedido. N
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1.4.2. Autovectores y autovalores

Dado un tensor T cualquiera, se dice que el vector v es un autovector
vy A su autovalor asociado si v es unitario y

Tv=)\v. (1.58)

Para calcular los autovalores buscamos las soluciones no triviales de la iden-
tidad (1.58) y para ello hay que resolver la ecuacién

det(T'—AI)=0. (1.59)
Esta ecuacion es un polinomio de tercer grado que tiene por expresion
N4+ L(T)N — L(T)A+ I3(T) =0 . (1.60)

Las funciones I, I, I3 son los llamados tnvariantes principales del ten-
sor T', porque no dependen de la base, y su expresién explicita es

1
I(T) = tx(T), L(T)= 5(tr(T)2— tr(T?)), I3(T) =det(T) . (1.61)
Como en Aalgebra de matrices, una vez calculados los tres autovalores
A1, A2 ¥ A3, se calculan sus autovectores asociados buscando las bases de los
espacios nulos de los tensores

T -\, (1.62)

que no son vacios por definicion. Cuando el tensor es simétrico, el siguiente
teorema espectral garantiza que los autovalores y autovectores cumplen una
propiedades especiales que se emplearan muy a menudo en la mecanica de
sélidos deformables. Por su importancia incluimos una demostracién del
teorema.

Teorema 1.4.2. Los tres autovalores de un tensor simétrico S son reales
y sus tres autovectores asociados forman una base ortonormal, llamada la
base principal del tensor, que denominamos B*. En esta base, la expresion
matricial del tensor es:

A0 0
[Slg-=| 0 X 0 : (1.63)
0 0 X3

B*

Demostracion. Demostramos primero que los tres autovalores son reales.
Como el polinomio caracteristico de S es de tercer orden, este tiene tres
raices (autovalores) A1, A2, A3 que en principio pueden ser complejas. Si v
es el autovector asociado a un autovalor A de los tres y © es el autovector
conjugado entonces

v-Sv=10 - v=\v. (1.64)
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Conjugando ambos lados de la ecuacion anterior, se obtiene
v-Sv = \Nv|*. (1.65)

Igualando las identidades (1.64) y (1.65), y dado que S es un tensor simétri-
co, concluimos que A = \, es decir que \ es real.

La demostracién de la segunda parte es inmediata si los autovales son dis-
tintos, pero consideramos el caso més general. Como antes, sean (A1, A2, A3)
los tres autovalores de S (ordenados de cualquier manera) y (v, v2,v3) sus
autovectores correspondientes. Si w es un vector ortogonal a vy, entonces
Sw es también ortogonal a vy, porque v1 - Sw = Sv; - w = A\jv; - w = 0.
Asi pues S, cuando se restringe al subespacio de vectores ortogonales a vy
es también un tensor de ese conjunto a si mismo. Por lo tanto tendra dos
autovalores y autovectores, que forzosamente deberdn ser ortogonales a v;.
Tomando uno cualquiera que llamamos Ay y vo al autovector, repetimos el
mismo argumento para el subespacio de vectores ortogonales a v y vo para
concluir que los tres autovectores son ortonormales.

En la base principal tenemos

1 0 0
(v1}g. =208 . fvadg =413 ., {vs}p=40% .  (166)
0) 0) p- 1) g

por lo que la expresién matricial de S ha de ser como se indica en (1.63). [

Un tensor simétrico con dos autovalores iguales se llama cilindrico, y
cuando los tres son iguales, esférico. En este ultimo caso el tensor ha de
ser proporcional al tensor identidad.

Dado un tensor simétrico S, definimos la funcién escalar s(u) = u - Su.
Si se restringe el dominio de la funcién a los vectores unitarios, ésta toma
valores acotados y

urﬁjil s(u) = max Ai s u,ﬂ%gl s(u) = min, i (1.67)

La demostracion de dicho resultado se puede obtener expresando el tensor S
y el vector u en la base principal de autovectores. En esta base,

s(u) = Mof 4+ A3 + A3v3 < 12?%{3 (v + v +03) = 112?;% Ai . (1.68)

De esta relacién se sigue que el maximo de s(u) es menor o igual que el
mayor autovalor. La demostracién de la cota inferior es analoga.

Dichos valores maximo y minimo jugaran un papel relevante en la des-
cripcién mecdnica y cinemética de un medio continuo.
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1.4.3. Funciones de tensores

Si f: R — R, esta funcién se puede extender al dominio de los tensores
simétricos sin més que definir
dim
F(8):=> fA)vi®uvs. (1.69)
I=1
Asi, for ejemplo, si C' es un tensor simétrico con autovalores no negativos
A2, )\127, /\1211 se define
dim

\/6:: Z)\[ vy KUy, (170)
I=1

y verifica (v/C)? = C. Otro ejemplo 1itil es el logaritmo de un tensor. Repi-
tiendo la misma idea, definimos
dim
log C := Zlog(k%) v QU . (1.71)
I=1

1.4.4. Descomposiciones de tensores

Estudiamos a continuacién algunas formas en las que un tensor de puede
“separar” en partes que, aparentemente, son méas sencillas. El motivo para
estas realizar estas descomposiciones es que a menudo es mas sencillo estu-
diar una cantidad tensorial haciéndolo por separado para cada una de sus
partes.

Descomposicion por simetria

Todo tensor T se puede descomponer de forma tnica en una parte
simétrica T y otra antisimétrica T® de forma que T = T° 4+ T*. Se com-
prueba facilmente que cada una de estas partes son:

1 1
T =5(T+T"), T'=5(T-T"). (1.72)

Estas dos partes son, ademés ortogonales.

Descomposicién por traza

Ademsds, todo tensor T se puede descomponer de forma tnica en una
parte esférica y otra desviadora. La parte esférica, que denominaremos T¢*f
tiene la misma traza que Ty la parte desviadora T no tiene traza. Ambas
se calculan asi:

tr(T)

T/ = I
dim

., T =T _T° . (1.73)

Como en el caso anterior, las dos partes son ortogonales.
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e, Ta

€

E,

E,

Figura 1.3: Tlustracién del resultado de aplicar el tensor de dos puntos T'
sobre el vector a.

Descomposiciéon polar

El teorema de la descomposicién polar de tensores es una de las piezas
fundamentales de la cinematica de medios continuos y lo presentamos junto
con su demostracién para el caso més sencillo [10].

Teorema 1.4.3. Sea F un tensor reqular. Existe un unico tensor de rota-
cion R y dos tensores U,V simétricos, definidos positivos tal que

F=RU=VR. (1.74)

Demostracion. El tensor C = FTF es simétrico y definido positivo por
lo que se puede calcular su raiz cuadrada U, que es otro tensor simétrico
y definido positivo. Por tltimo, basta con definir R = FU!. Usando el
mismo razonamiento se comprueba que V.= RURT.

O

1.5. Tensores de dos puntos

Hasta ahora hemos empleado tinicamente tensores que operan desde y
hacia el mismo espacio vectorial. En general, el dominio y el co-dominio
de un tensor T' de segundo orden no tienen por qué ser iguales y resulta



Capitulo 1. Fundamentos matematicos 19

ventajoso distinguirlos. Suponiendo que el dominio tiene por base {E;} y
el codominio a su vez {e;}, entonces una operacién como b = T'a se puede

escribir como
Zbl ei:TZaj Ej:Zaj TEJ', (175)
{ J J

y por tanto
bi:ei-b:Zaj 61"TE]' :Zﬂja]’ (176)
J J

siendo T;; = e; - TE; las componentes de este tensor en la base “mixta”.
Por esto, el tensor T' puede representarse como

T=) T;e®E. (1.77)
i?j

Este tipo de operadores se conocen como tensores de dos puntos. En
la figura 1.3 se ilustra el efecto de operar un tensor de dos puntos sobre
un vector cualquiera. Notese como el origen de los dos vectores son puntos
distintos, de ahi el nombre del tensor.

1.6. Tensores de cuarto orden

Aunque existen tensores de cualquier orden, sélo utilizaremos en este
curso lo de orden dos y cuatro'. Estos tltimos se definen como aplicaciones
lineales en el espacio de tensores de segundo orden y llamamos V* al conjunto
de todos los tensores de cuarto orden.

Notacién: Igual que en el caso de los vectores y tensores, existe una no-
tacién especial para los tensores de cuarto orden. Esta notacién, como las

anteriores, cambia segin el autor y libro siendo algunas de ellas /zl, A. En

estas notas los tensores de cuarto orden se distinguiran for el tipo de letra
y escribiremos simplemente A, B, etc.

La propiedad fundamental de un tensor de cuarto orden C es su
linealidad, es decir, que siendo A, B dos tensores de segundo orden cuales-
quiera,

C(aA+ pB) =aCA+ pCB (1.78)

cuando « y [ son nimeros reales. Ademas, de manera analoga a la operacion
“®” definida entre vectores, se define el producto diddico de tensores
de segundo orden como la operaciéon ® : V2 x V2 — V* que sirve para
construir tensores de cuarto orden que satisfacen

LEn realidad, los escalares y los vectores se pueden considerar como tensores de orden 0
y sl, respectivamente.
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(A® B)C = A(B:C), (1.79)

siendo A, B, C tres tensores cualesquiera.
El tensor identidad de cuarto orden, indicado como I, verifica TA = A,
para cualquier tensor A € V2. Ademés, el tensor I* es el tensor identidad del

conjunto de tensores simétricos de segundo orden y satisface la propiedad
A = A°.

1.7. Calculo vectorial y tensorial

En teoria de campos se estudian los principales operadores diferenciales
que actuan sobre los campos escalares y vectoriales que son el gradiente,
la divergencia y el rotacional. Estos tres operadores tienen una definicion
intrinseca, independiente del sistema de referencia empleado, que presenta-
remos de la forma mds directa posible. En la practica, siempre utilizaremos
estos operadores con coordenadas cartesianas, cilindricas o esféricas, pues
su calculo es muy sencillo. Como las operaciones intrinsecas son vélidas en
todos los sistemas de coordenadas, los resultados que se obtengan en siste-
mas cartesianos, si se pueden expresar en funcién de operaciones intrinsecas,
seran validos para cualquier sistema de referencia. Muchos més detalles pue-
den encontrarse en el texto [6].

El operador gradiente determina la parte lineal en una expansion en
serie de Taylor de un campo escalar, o vectorial, o de mayor orden. Para de-
sarrollar este concepto, consideremos una regién 2 C R?%. En el caso escalar,
siendo ¢ : 2 — R un campo diferenciable en € €2 se tiene que

$(@ +u) = d(x) + Vo(x) - u+ O(|ul?) (1.80)

donde la notacién O(|u|?) indica que los términos que siguen son del orden de
|u|?. Empleando el concepto de diferencial de una funcién, el gradiente
también se puede definir como aquel campo vectorial que satisface

df(z) =Vf(x)- dz. (1.81)

Usando esta definicion, resulta inmediato comprobar que el gradiente de un
campo escalar es un campo vectorial cuyas componentes en un sistema de
coordenadas cartesianas son:

o o
(Vo) = 6y b = §¢ (1.82)
o) |5

En esta expresion, y mas abajo, se utiliza la notacién ¢, para indicar la
. .10 .
derivada parcial a—i, y lo mismo para el resto de coordenadas.
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De manera andloga, si v : 2 — V es un campo vectorial diferenciable,
también éste se puede expandir en serie de Taylor y la parte lineal se co-
rresponde con el gradiente. Usando la definicién (1.81), el gradiente de un
campo vectorial es el campo tensorial que satisface

dv(z) = Vo(x)dx . (1.83)
En coordenadas cartesianas este operador tiene por expresién:

Vg, VUzy Vz,z
[V’U({L‘, Y, Z)] = Uy Vyy Uy . (184)
Vzx Vzy Vzz

El resto de operadores diferenciales (divergencia y rotacional) se pue-
den definir de manera intrinseca a partir de conceptos integrales (flujos y
circulacién) y encontrar a partir de éstos su relacién con el gradiente. Al-
ternativamente, se pueden definir algebraicamente a partir de la definicién
del gradiente y deducir sus propiedades integrales. Aqui emplearemos el se-
gundo camino que, aunque menos intuitivo, es més directo y completamente
equivalente y se deja para cursos de teoria de campos el camino integral.

El operador divergencia de un campo vectorial v : 2 — V se define de
manera intrinseca como

V-v=tr(Vv), (1.85)
que en coordenadas cartesianas tiene por expresion
Vov=uvp,+vyy+v,, . (1.86)

Ademss, si T : Q — V? es un campo tensorial diferenciable su divergencia
es el campo vectorial univocamente definido por la propiedad:

(V-T)-a=V-(TTa), (1.87)

siendo @ un vector cualquiera en R3. En coordenadas cartesianas la diver-
gencia de un tensor tiene por componentes:

Ta::n,z + Twy,y + Tmz,z
{V ) T} = Tyea +Tyyy + Tyzz ¢ (1.88)
sz,z + sz,y + Tzz,z
Por 1ltimo, volviendo a emplear el campo vectorial u, su rotacional V x u
es el campo vectorial definido por

1
§(V xu)xv=(Vu)v, (1.89)
para todo vector v, siendo (Vu)* la parte hemisimétrica del gradiente de w.
En coordenadas cartesianas se verifica que:
i J3 k
o) 0 0
Vp Uy U
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El concepto de rotacional se puede extender a campos tensoriales y es que
dado un T : © — V2, se define su rotacional V x T como el campo que
satisface

(VxT)v=Vx (TTv) . (1.91)

Existen numerosas relaciones entre los operadores diferenciales y teore-
mas integrales que los emplean. En este curso utilizaremos tres: el teorema
de la divergencia, la férmula de la integral por partes y el teorema de Stokes.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Gauss o de la divergencia). Sea 2 un sub-
conjunto de R? y I' su contorno. Si v es un campo vectorial diferenciable
definido en ) se verifica que:

/V-de:/v-ndF, (1.92)
Q r

siendo n la normal saliente a I'. Si T es un campo tensorial diferenciable
sobre €1, entonces

/V-TdQ:/TndF, (1.93)
Q r

El teorema de la divergencia se aplicard en numerosas ocasiones. Un
corolario del mismo es la expresién para la integral por partes: si ¢ es un
campo escalar, entonces

/Qv-vgbdQ:/ngv-ndF—/Qv~V¢dQ. (1.94)

En el caso tensorial, si T' es un campo tensorial como anterioremente, en-
tonces

/Q(V~T)-de_/F(Tn)-vdF—/QT:VUdQ. (1.95)

El teorema de Stokes relaciona la circulacién de un campo vectorial o
tensorial a lo largo de una curva cerrada con el flujo de su rotacional a traves
de una superficie que esté delimitada por dicha curva. Si denominamos I a
una curva cerrada y conexa y A una superficie cuya frontera es I' y cuya
normal es n, entonces este teorema establece que

j{v‘dw:/va-ndA, (1.96)
r A

siendo v un campo vectorial arbitrario. El teorema de Stokes sigue siendo
valido si en lugar de este campo vectorial se emplea un campo tensorial.
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1.8. Notacion indicial

La notacién empleada hasta ahora para trabajar con vectores y tensores
evita, en la major parte de las ocasiones, conocer y operar con las compo-
nentes individuales de cada uno de ellos. A veces, sin embargo, resulta ttil
hacer referencia de forma explicita a estas componentes y para ello existe
una notacién que, aunque aparentemente algo mas compleja que la utilizada
hasta el momento, facilita la demostracién de algunas propiedades tensoria-
les y de ciertos teoremas. Esta notacién, que ahora describimos, se conoce
como notacion indicial o convenio de Einstein.

Empecemos recordando que dada una base de vectores ortonormales
B = {e1, ea, es}, todo vector se puede expresar como una combinacién lineal

vV = v1€e1 + v2es + v3es , (197)

expresion que se puede escribir de forma méas compacta usando un sumatorio:

3

v = va ep . (1.98)

p=1

Como es tedioso tener que escribir constantemente el simbolo de sumato-
rio e indicar sus limites (siempre son los mismos) se adopta la siguiente
convencion: en vez de las ecuaciones (1.97) 6 (1.98) se escribe simplemente

v="upe, . (1.99)

En esta expresién, y en toda aquella en la que dos objetos que se multiplican
tengan un mismo indice repetido, se entenderd que vy,e, significa v e +
v9 €9 + vz ez. En vez del subindice p se podria haber empleado cualquier
otro, y asi

Upep =1Vg€q =i € , (1.100)

por lo que el indice repetido se denomina mudo. De esta manera, usando no-
tacién indicial, el producto escalar de dos vectores se escribiria simplemente
como

a'b:ai bi . (1.101)

Dos vectores a y b son iguales si a, e, = b, e,. Esta igualdad se puede
reescribir como (a, — by)e, = 0. Como los vectores de la base son linealmen-
te independientes, esta ultima expresién requiere que cada componente se
anule, es decir, a, — b, = 0, o de otra manera

ap = by . (1.102)

De este simple ejemplo se deduce que cuando en una igualdad aparezca un
mismo indice en varios lugares, pero no multiplicindose, quiere decir que la
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igualdad es valida cuando el indice toma el valor 1,2 6 3. Un indice de este
tipo se denomina libre y puede intercambiarse por otra letra cualquiera,
siempre que no se emplee en otra parte de la igualdad. Por ejemplo, la
identidad (1.102) quiere expresar

a1 = by, as = by | a3z = bs . (1.103)

Cuando se trabaja con tensores de segundo orden también se emplea una
base tensorial de nueve tensores:

{e1®e1,e1®er,e1Re3,eaRe1,eaRe9,e3R€3,e3Re1,e3Rer,e3Res}

(1.104)
y todo tensor T' se puede escribir como combinacién lineal de estos tensores
mas simples, es decir,

T=Thei®e +Ti0e1 Qe +Ti3e1 Qes+1TreoRer +... (1.105)

En este caso se observa ain mas claramente que resulta muy tedioso escribir
y trabajar con las nueve componentes de un tensor. Se podria escribir la
expresion previa como

3
T=) > Te,ee, (1.106)

p=1g=1

pero igual que con los vectores, se adopta la convencién de que esta ultima
expresion se puede escribir simplemente como

T=Tyye,Qeq;. (1.107)

Como en el caso de los vectores, los indices repetidos cuyos objetos corres-
pondientes se multiplican expresan un sumatorio, con dicho indice tomando
valores 1, 2 y 3.

También como en el caso de los vectores, aquellos indices libres que apa-
recen repetidos en varios lugares de una igualdad, pero cuyas componentes
correspondientes no se multiplican indican que la igualdad es valida cuando
los indices toman valores 1,2 y 3. Asi por ejemplo T;; + R;; = o quiere decir
que la suma de cualquier componente del tensor T' de segundo order més la
misma componente del tensor de segundo orden R es igual a «.

Las consideraciones aqui presentadas son validas también para tensores
de mayor orden. Por ejemplo:

Ajjrv; = Ajgvr + Ajorva + Az

(1.108)
Spqr,-rir = pqlﬂl + SPQQEQ + SpqSEZ’) .

El producto vectorial de dos vectores a y b se puede expresar en notacién
indicial como
(CL X b)z = Eijkajbk s (1.109)
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siendo €;;; las componentes de un tensor de tercer orden, cuyo valor es

1 si (4,7,k) = (1,2,3) u otra combinacién par
e=4q—1 si(i,j,k)=(2,1,3) u otra combinacién par (1.110)

0 si algtin indice esta repetido

y que se conoce como el tensor de permutaciéon o de Levi-Civita. De
manera equivalente, el valor de ¢;;;, también se puede definir como

Eijk = det|e; €; ex, (1.111)

es decir, como el determinante de una matriz cuyas columnas, o filas, son
las componentes de los vectores e;, e;, €.

Este tensor satisface la identidad § — ¢ que es muy util para demostrar
algunos resultados en algebra y cédlculo tensorial, cuya expresién es

€ijkEipg = OjpOkq — 0jqOkp - (1.112)

La demostracién de esta igualdad es como sigue. En primer lugar recordamos
que usando la definicién del determinante, los tensores de permutacién se
pueden calcular como

ek =lei e ex| .,  epg=lei e, e . (1.113)

Usando las propiedades del determinante, y observando que el producto de
dos determinantes es el determinante del producto de los dos tensores, se
sigue que
T
cijkcipg = € € er| |ei ey e

o o3 o o o <

1.114

3 0, O (1.114)
=% 9jp 9
Oki Okp Okg

Calculando el valor de dicho determinante expandiendo por los menores de
la fila primera, por ejemplo, se obtiene que

€ijk €ipg = 3 (3jpOkp — Okpjq) — dip (85i0kg — 8jqOki) + Gig (0ji0kp — Okidjp)

= 0jpOkp = 0jqOkp »
(1.115)
que es la identidad € — 6.

> Ejemplo 1.8.1. Si H = h es un tensor hemisimétrico con componentes
H;; = —Hj;, demuestra que su vector axial h tiene por componentes hj =
%eikj H;;. También, dado un vector h, demostrar que su tensor hemisimétrico

asociado h tiene por componentes h;; = €.
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Para demostrar el primer resultado basta con tomar un vector cualquiera
a y comprobar que Ha = h X a si

h xa= fijk:hiaj €L
= €ijk§€limHlmaj ey
1
= 5(5jm5kl — 810km) Himaj ey,

(Hij — Hjk)a; ey,

1

2
= ijaj € = Ha .

El segundo resultado se demuestra de manera analoga hallando las compo-

nentes del tensor h tal que ha = h x a para cualquier vector a. N

> Ejemplo 1.8.2. Si R C R?, demuestra
/ r X (An)dA = / (rx (V-A)+2axial[A]) AV,
OR R
siendo A un campo tensorial, » = x; e;, y n la normal saliente al contorno
OR.

Para demostrar este resultado utilizamos la solucién del problema 1.11
y expresamos los objetos en la base cartesiana como se indica.

/ r X (An)dA:/ rAndA
R R
— [ v.-GA)aV
R
= / V- (€ijkxj Apm €; @ en,) dV
R
= / (€ijk0jmAkm €i + €T Akm mes) dV
R
= / (EijkAjm e,+rxV: A) dVv
R

= / (axial[A%] +7r x V- A)dV .
R

Notacion indicial para los operadores diferenciales. Definimos la
notacion ¢ ; para indica la derivada parcial de un campo escalar ¢, es decir,

_ 99
_81‘2"

D, (1.116)
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y extendemos esta notacién a los campos vectoriales y tensoriales, y a deri-
vadas de orden més alto. Si ¢ : R — R es un campo escalar, v : R3 — V es
un campo vectorial, y T : R? — V? es un campo tensorial, podemos expresar
sus operadores diferenciales de la siguiente manera

Vo=9¢,e;,

Vv = vij€e; X ej,
Vov=uwv,
V-T=T;,e;,

V X v =¢pvp;ei,
VxT= gkl je; @ ey.

(1.117)

1.8.1. Aplicacién: derivadas de los invariantes principales

Empleando notacién indicial, vamos a demostrar que las derivadas de los
invariantes principales de un tensor F' invertible son

8.[1 - 8[2 o _ T 8.[3 o T

La primera identidad se demuestra como sigue:

on\ _ (O0t(F)\ _ OFudum o o o o o
(0F>z‘j - < OF >¢j - OF; Ok0jidk = 0 = (D - (L119)

Para demostrar la segunda identidad de (1.118), comenzamos calculando

O tr(F? 0
<8(F)> . OF, (FiaFim) = 061 Fum + Fraddjm = 2Fj; = 2(FT);; .
ij Z

(1.120)
Empleando este resultado y la derivada del invariante I; podemos concluir
que

ol 01
<8172’) - <8F’2(112 - tr(Fz))> =00y = Fyi = (W= FT),;. (1121)
ij

j

La tercera identidad de (1.118) es algo mas compleja de demostrar. Para ello,
recordamos que, de acuerdo al teorema de Cayley-Hamilton, todo tensor F'
satisface su propio polinomio caracteristico. Utilizando el operador traza
sobre dicho polinomio se obtiene

tr(F?) — I tr(F?) + Ly tr(F) — I3tr(I) = 0 , (1.122)

por lo que
1 I I
Iy = 5 tr(F®) - gltr(FQ) + gztr(F) . (1.123)
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Las derivadas de tr(F) y tr(F?) ya estdn calculadas. Usando el mismo
razonamiento se puede comprobar que

Otr(F3)

Y 3(FT)? | (1.124)

y por tanto

ol

aTj:FT = (FT - (F")? + LFT. (1.125)
Sumando y restando IsI en el término de la derecha de esta identidad y
empleando, otra vez, el teorema de Cayley-Hamilton para F” se demuestra

el resultado.

1.9. La transformada de Legendre

La transformada de Legendre es una operacién muy utilizada en
mecanica para cambiar la expresién funcional de una relacién constitutiva.
Como en termodindmica, esto se debe a que a menudo es conveniente cam-
biar las variables independientes que describen la respuesta de un material,
o el equilibrio [2, 1].

En primer lugar recordamos que una funcién convexa definida sobre
un conjunto Q C R% es aquella que satisface, para todo z,y €

f(l—a)z+ay) <(1—a)f(x)+af(y), a€0,1]. (1.126)

Si la desigualdad es estricta cuando a € (0, 1) entonces se dice que la funcién
f es estrictamente convexa. Las funciones convexas gozan de numerosas
propiedades, muchas de ellas relacionadas con problemas de optimizacién
[9], por lo que se emplean muy a menudo en la formulacién de modelos
mecanicos. Dada una funcién convexa su transformada de Legendre f*
es

1 () = méx (ay — () - (1.127)

La transformada f* se puede calcular de forma explicita en muchas ocasiones
y también es una funcién convexa.
> Ejemplo 1.9.1. Calcular la transformada de Legendre de f(z) = %xQ.
Sea g(x,y) = zy — ng, el maximo de esta funcién para un y dado se
g(;,y)
x

obtiene resolviendo = 0, que resulta = = y/k. Por ello,

2
f(y) = méxg(z,y) = 9(y/k,y) = ;Lk (1.128)

<
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La transformada de Legendre cuenta con numerosas propiedades que ha-
cen de ella una herramienta muy 1til en matematica, fisica, termodinamica,
etc. Por ejemplo, si f : R — R es una funcién convexa y f* su transformada
de Legendre entonces se verifica que

0 of*
y= 8—£(x) S = a];(y) (1.129)

1.10. Calculo variacional

Ademsds del calculo integral y diferencial, el célculo de variaciones o
cdlculo variacional resulta de gran utilidad para el desarrollo de la mecani-
ca de medios continuos y, en especial, para la mecédnica de sélidos. Este tipo
de célculo sirve para identificar condiciones de estacionariedad (minimos,
méaximos o puntos de ensilladura) en funcionales diferenciables, es decir,
“funciones de funciones”.

Antes de comenzar el estudio de optimizacién de funcionales recogemos
un resultado preliminar que se usa en la demostracién de teoremas, no sélo
en calculo variacional y que se conoce con el nombre del lema fundamental
del cdlculo variacional. Sea Q un dominioen R?, 1Q C9Qy f: Q2 — R
una funcién continua. Si

/Q F@) o@)av [ @) d(a)dA =0 (1.130)

0192

para cualquier funcién ¢ : @ — R, entonces f es identicamente nula en
Q vy en 0:9). Este resultado se demuestra por contradiccién. Supongamos
que la identidad (1.130) se cumple, pero que f no sea idénticament nula.
Comenzamos demostrando que f es nula en el interior del dominio. Si no
lo fuera, es porque existe un subdominio w C €2 donde f es, por ejemplo,
positiva (la demostracién es idéntica si f fuera negativa en w). Entonces,
bastaria con escoger ¢ = f en w y cero en el resto de €1, y también en 02
para obtener

/f(a:) P(x) dV = / fAx)dV >0, (1.131)
Q Q

contradiciendo la hip6tesis (1.130). Una vez que se ha concluido que la fun-
cién es nula en el interior, por continuidad también ha de serlo en todos los
puntos del contorno. La demostracién de este resultado para funciones que
no son continuas sino que pertenecen a espacios funcionales més grandes se
puede encontrar en la bibliografia especializada [3]. En estos apuntes, sin
embargo, supondremos siempre que los campos son diferenciables asi que la
hipétesis de continuidad es adecuada.

Obsérvese que de manera sencilla se puede extender el resultado anterior
a campos vectoriales y tensoriales.
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Si F es un espacio vectorial de funciones, un functonal es una aplicacién
I : F — R. Por ejemplo, si F es el espacio de funciones reales de variable
real definidas en [0, 1], el funcional Iu] = fol udx calcula el drea (con signo)
bajo la funcién u € F. Otros funcionales calculan distancia, tiempo, inercia,
energia, etc.

Si I : F — R es un funcional que posee un minimo en v, entonces
I[v] < I[v] para cualquier v € F. Ademds, si este funcional es diferenciable,
entonces

—| Iv+eul=0, (1.132)
de e=0
para cualquier v € F 2. Esta condicién, que debe de evaluarse para cada
funcional I, da lugar a una ecuacién diferencial llamada la ecuacion de
FEuler-Lagrange del funcional, que caracteriza su punto estacionario.

> Ejemplo 1.10.1. Si F es el espacio (afin) de todas la funciones v dife-
renciables en [0, 1] tales que v(0) = 0,v(1) = 1, encontrar la que minimiza

el funcional )
1
I] = / ((U/)2 - v) dz
0 \2
Si u es una funcién tal que u(0) = u(1) = 0 entonces

1
0 I[v+eu]:/ (V' v —u) dz .
0

_d
de e=0

Integrando por partes se obtiene

1
0 :/ (—U" — 1)ud:z: ,
0
identidad que sdlo se cumple para todo w si el integrando es nulo, es decir,
" =1

Resolviendo esta ecuacién diferencial, y utilizando las condiciones de con-
torno, se concluye que

> Ejemplo 1.10.2. Una bola se encuentra a una altura H y se desea colocar
un tobogan de forma que ésta descienda en el minimo tiempo posible hasta

2Si F es un espacio afin sobre el espacio vectorial G, entonces I : F — R es minimo si
la ecuacién (1.132) se cumple para todo u € G.
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un punto a distancia L sobre el suelo. Determinar la ecuaciéon de la curva
que une los dos puntos.

El tiempo que tarda la bola en llegar al suelo desde la posicién inicial
se puede calcular empleando la ecuacién de la conservacién de la energia y

resulta
/ 1+(
H Yy

siendo y : [0,L] — R una funcién que satisface y(0) = H,y(L) = 0. La
ecuacién de Euler-Lagrange para este funcional es

1+ @'(@)*  d_y()
29(x)y*(x) ~ dwg(z)y(z)

con g(x) = (=1 - (y/())?)!/2. a

1.11. Linealizacion

En la mecanica de medios continuos, asi como en muchas otras ramas de
la ciencia, aparecen ecuaciones no lineales que representan el comportamien-
to de un sistema fisico que se desea estudiar. Precisamente debido a esta no
linelidad, dichas ecuaciones son muy complejas de resolver. Sin embargo, a
menudo no es necesario obtener su soluciéon completa y bastaria con conocer
su solucién en un rango pequeno de aplicacién. La linealizaciéon de una
ecuacion no lineal consiste en su aproximacion por otra, esta ultima afin,
mucho mas sencilla pero que pueder ser valida para un cierto rango.

De manera abstracta, sea f : R — R una funcién diferenciable y z € R.
Entonces, por el teorema de Taylor,

flx) = f(@)+ f(@) (& —7) + O|lz — z[*) . (1.133)

La linealizacién de la funcién f alrededor del punto Z es simplemente la
parte afin de su expansion en serie de Taylor, es decir,

Lin[f)(u) = £(z) + f'(2)u (1.134)

donde u sustituye al incremento x — Z.

> Ejemplo 1.11.1. La linealizacién de la funcién f(z) = exp(z) en z = 1
es

Lin[exp](u) = exp(1) + exp(1)u
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La linealizacién de funciones no se limita al caso escalar. Si f : R® — R"
es una funcién diferenciable, entonces su linealizacién en & € R™ es

Lin[fl(z)u = f(z)+ Df u , (1.135)

siendo D f la llamada matriz tangente de la funcién f, cuyas componentes

sSon
ofi , -
(DF) = 5 (@). (1.136)

> Ejemplo 1.11.2. Sea f : R? — R? la funcién definida en coordenadas

cartesianas como ( )
_Jr+sin(r+y
(Pl = {7 EDL

Su linealizacién en el punto (z,y) = (1,2) es la funcién afin

Lin[£](1,2) {Zz} _ {1+Zin(3)}+ {1 —|—§083 0082(3)] {:Z} _
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Resumen de féormulas importantes

7

Matriz de cambio de base
Cambio de base de vector
Cambio de base de tensor
Tensor hemisimétrico asociado
Producto diadico

Invariantes principales

Derivadas de los invariantes

Producto vectorial
Gradiente (cartesianas)
Gradiente (cartesianas)
Divergencia (cartesianas)
Divergencia (cartesianas)
Rotacional (cartesianas)
Igualdad § — ¢

Vector axial

Tensor hemisimétrico

28 = s /.
Aij = €; €;

{v}s = [A{v}p
{T}s = [A{T} s [A]

~

va=v XxXa

(a®@b)c=(b-c)a
L(F) = tr(F)
I(F) = 5(If — tr(F?)
I3(F) = det F
9L =1
9L =n1-FT
95 = det(F)F~ "

axb= eijkaibjek
vwf = f,z' €;

Vet = Vi j €; &® €;
Vv =v;;

Ve T =T e;
Vm XV = €5k Vj,i €k
€ijk €ipg = Ojp Okg — 0jg Okp
axial[H] = %eiijikej

hij = €ixjhi
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Problemas

Problema 1.1. Sean ¢, v, A, respectivamente, un campo escalar, uno vec-
torial y uno tensorial, calcular

)V (ev) i) V(ew) i) V-(6A) i) V- (Av)

Problema 1.2. Si u es un vector unitario y @ un vector cualquiera, demos-
trar que
u %X (a X u) = Pa,

siendo P un tensor de segundo orden simétrico de expresion P = I —u Q u.
A continuaciéon, demostrar que P es una proyeccion, es decir, que PP = P.
En ambas demostraciones sélo se pueden emplear operaciones y propiedades
intrinsecas, es decir, evitando en todo momento el uso de componentes.

Problema 1.3. Se consideran dos bases de R3, a saber, B = {e},e2,e3} y
B = {éi, ez, és} verificindose

el +V3ey N es —V3e
1= —F 2= 3=e€3.
el = 5 , ey = 5 , es3—e

a) Calcular la matriz de cambio de base.

b) Sea el tensor T' con matriz en la base B:

[Ts =

N &~ =

2 3
5 6| ,
8 9],

calcular la expresién matricial de este tensor en la base B.

¢) Comprobar que los tres invariantes principales de T' coinciden cuando
se calculan a partir de sus expresiones matriciales en las dos bases
consideradas.

Problema 1.4. Un campo de velocidades tiene por expresion en coordena-
das cartesianas:

2 2
v(x1, x2,x3) = 2x7e; + (x5 — x1x3)es + roxses.
Se pide:
a) Calcular las componentes del campo v en coordenadas cilindricas.

b) Comprobar que la divergencia de v en el punto (z1,x2,23) = (1,1,1)
tiene el mismo valor en los dos sistemas de coordenadas empleados.
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¢) Calcular el gradiente de v en coordenadas cilindricas en el punto
(r,0,z) = (1,0,1) de dos maneras distintas: a) usando la expresién
del gradiente en estas coordenadas, b) calculando el gradiente en coor-
denadas cartesianas y efectuando un cambio de coordenadas del tensor
resultante.

Problema 1.5. Para cualquier tensor T' de segundo orden, demuestra las
siguientes relaciones utilizando tinicamente operaciones intrinsecas:

o) I:T=t[T], b)T .T¥ =0, )T°:T"=0.

Problema 1.6. Los vectors a y b tienen las siguientes componentes en una
base cartesiana

2
a= 2 b=<0
1

Se considera ahora la base B = {ey, e2, e3} con

.. . ...
elzﬁ(l—.?), ezzﬁ(i%-.?), es=k.

a) Calcular la matriz de cambio de base.
b) Calcular las componentes de a y b en la base B

¢) Comprobar que el producto escalar a - b es el mismo en las dos bases
consideradas.

Problema 1.7. Comprueba que, para cualquier campo escalar ¢ : @ — R,
V xVe¢=0.
Problema 1.8. Demuestra las identidades
a) A: (BC)=(BTA):C V) A:a®b=(Ab) a.
siendo A, B, C tensores de segundo orden y a, b, vectores.

Problema 1.9. Sea S un tensor de orden dos. Demuestra que:

a) Si S es simétrico, definido positivo sus autovalores son positivos.

b) Si S es simétrico, semi-definido positivo sus autovalores son no nega-
tivos.

¢) Si S es regular, todos sus autovalores son no nulos.

d) Si S es antisimétrico, al menos un autovalor es nulo.
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e) Si S es una rotacién, pero no es el tensor identidad, tiene un autovalor
real y dos complejos.

Problema 1.10. Si desv[] es la operacién que obtiene la parte desviadora
de un tensor, demuestra la identidad:

desv[(I®I)A]=0.

Problema 1.11. Si a, b son dos vectores cualesquiera y a = axial[A], b=
axial[B] comprueba que
A:B=2a-b.

Problema 1.12. Demuestra las identidades
a)v'(T'U):(V'TT)'v—i-TT:VU. b) Viaexr)=a,

siendo T' un campo tensorial, v un campo vectorial, @ un vector constante
3
yr= ZZ T €;.

Problema 1.13. Empleando el teorema de Gauss para campos vectoriales
(la identidad (1.92)), demuestra dicho teorema para campos tensoriales (la
identidad (1.93)), la expresién vectorial de la férmula de la integral por
partes (la identidad (1.94)) y su correspondiente versién tensorial (1.95).

Problema 1.14. Demuestra, a partir de la definicién intrinseca de la fun-
cién determinante,

det(AB) = det(A) det(B)

Problema 1.15. Si a es un vector cualquiera y w4 un vector unitario, de-
muestra
a=(a-uu+(uxa)xu.

Problema 1.16. Si f : R — R es una funcién convexa y f* su transformada
de Legendre, demuestra que para cualquier pareja x,y € R,

f@) + f(y) = zy .

Problema 1.17. Calcula la transformada de Legendre de

a) f(x) = %kazg, b) g(x) = e”.

Problema 1.18. Siendo a y b dos vectores cualesquiera, demostrar la si-
guinte identidad empleando notacién indicial

ja x b” +|a - bl* = |al* [b]* .

Problema 1.19. Demuestra las siguientes identidades usando notacién in-
dicial:
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a x (V¢) = 0, para toda funcién escalar ¢.

Vv
b) V- (V x a) =0, para todo campo vectorial a.

o

d

)
)
) ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c, siendo a, b, c vectores.
) a®a:a =0, para cualquier vector a.

)

e) n®n —nn = I, siendo n un vector unitario.

Problema 1.20. Sea y : [a,b] — R una curva cualquiera en el plano con
extremos (a, A) y (b, B). Demostrar, usando célculo variacional, que la curva
que conecta estos dos puntos y que tiene menor longitud

b
e—/ VIH @ Edz

es una linea recta.

Problema 1.21. Demostrar el teorema de la divergencia para tensores de
orden tres: Si T es un tensor de orden tres, entonces, para cualquier region

R C R3,
/v-TdV_ TndA ,
R OR

siendo m el vector unitario normal al contorno de R en cada uno de sus
puntos. Emplear este teorema para demostrar que si v es un campo vectorial
definido en R entonces

/VUdV:/ vndA .
R OR

Problema 1.22. Sean a, b dos vectores y f la funcién f : R? — R? definida
por
fw)=(a-v)b+bxwv.

a) Comprobar que la funcién f es lineal.
b) Encontrar la expresién del tensor T' tal que Tv = f(v).

Problema 1.23. Sea T un campo de tensores definido en Q C R? que
verifica V-T =0en Q y Tn =t en el contorno df). Demostrar, empleando
el teorema de Gauss, que

_ 1 / 1
T=—|[| TdV = — taxdA .
1 Ja 12 Jaq

(Ayuda: usar el teorema de Gauss para el tensor S = T'(x - a), siendo @ un
vector constante y @ el vector de posicién del punto.
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Problema 1.24. Demuestra que si S es un tensor simétrico de segundo
orden con autovalores y autovectores (\;, v;) su parte desviadora

tr[S]
3

tiene los mismos autovectores. Encuentra, ademas, la expresién de los auto-
valores correspondientes.

D=S- I

Problema 1.25. Demostrar que si R es un tensor de rotacién y a,b son
dos vectores cualesquiera, entonces

(Ra) x (Rb) = R(a x b).

Problema 1.26. Sean A y B dos tensores de segundo orden arbitrarios
definimos su producto vectorial como el tensor C = A X B con expresién

C= €ijk €Elmn Ay Bjm er ey .

Demostrar que el tensor adjunto adj(F) = det(F)F~T de un tensor F de
segundo orden se puede calcular como

1
adj(F) = ;F x F .

Noétese que esta definicién del tensor adjunto no emplea el tensor inverso
con lo cual es valida incluso cuando el tensor F' sea singular.

Problema 1.27. Sea uw un vector unitario y P = I —u® w una proyeccion.
Comprobar que la base principal de P la forman {u, v, w}, donde v y w son
dos vectores unitarios cualesquiera pero ortogonales entre si y ortogonales a
u.

Calcular los tres autovalores de P y demuestra que |Pa| < |a| para
cualquier vector a.

Problema 1.28. Demostrar que, para tres vectores cualesquiera a, b, c se
verifica
(axb)®c+(bxc)®a+(ecxa)®@b=labc|l .

Problema 1.29. Sea (2 una regién de R? con contorno I' y v, w dos campos
vectoriales definidos en ). Demostar que

/Fv(w ‘n)dA = /Q (V-w)v+ (Vo)w] dV .

Problema 1.30. Calcula los autovalores y autovectores de los tensores A
y B definidos como

A=al+mem, B=m®n+nm,

siendo m,n dos vectores unitarios ortogonales entre si y «, 8 dos escalares.
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Problema 1.31. Un tensor de segundo orden @ es una rotacién si su trans-
puesto es igual a su inverso y si, ademads, su determinante es det@Q = 1.
Demostrar que las rotaciones son isometrias, es decir, que para cualesquiera
vectores a y b,

|Qal| = |al, angulo(a, b) = dngulo(Qa, Qb).
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Capitulo 2

Cinematica de medios
continuos

Este capitulo trata de la descripcién de los movimientos de los cuerpos
continuos. El punto de vista que se adopta en la Mecanica de Medios Conti-
nuos es el de estudiar estos movimientos en su mayor generalidad posible, sin
restricciones en relacion a su tamano. Si bien hay teorias muy ttiles que son
vélidas para pequenas deformaciones, por ejemplo la de elasticidad clasica
o estructuras [2], su aplicacién es mds limitada con lo que el objetivo de la
Mecanica de Medios Continuos, aunque ambicioso, permite estudiar muchos
mas problemas y tipos de cuerpos.

El punto de partida para esta descripcién es la definicion precisa de lo que
se entiende por “cuerpo continuo” desde el punto de vista matematico. Este
formalismo ha permitido describir de forma unificada una gran cantidad de
cuerpos fisicos de gran utilidad en ingenieria y se discute en la introduccion.

Los conceptos de la cinemaética pertenecen fundamentalmente a la geo-
metria, y mas concretamente a la geometria diferencial [1]. La metodologia
y el formalismo presentados en este capitulo permitiran describir de forma
cuantitativa no sélo los movimientos de los sélidos deformables sino también
sus deformaciones locales. Esta generalidad permitira, cuando se estudie las
leyes de balance y los modelos constitutivos, plantear completamente las
ecuaciones que rigen el movimiento de una gran variedad de cuerpos defor-
mables.

2.1. Los cuerpos continuos y sus configuraciones

La Mecanica de Medios Continuos tiene como objeto ultimo el estudio
matematico de problemas mecanicos que involucran cuerpos fisicos. Para
poder describir matemaéticamente dichos cuerpos es necesario definir de for-
ma precisa qué se entiende por “cuerpo” y delimitar cudles son los cuerpos
que pueden ser estudiados en esta disciplina.

41
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X3

X1
X2

Figura 2.1: Un cuerpo continuo y algunas de sus posibles configuraciones.

Los cuerpos fisicos estan formados por moléculas y estas por d4tomos. Si
se observa un cuerpo cualquiera, sélido o liquido, a través de un microscopio
potente se aprecia que los atomos se encuentran separados unos de otros.
De manera informal se podria decir que, vistos de cerca, los cuerpos fisicos
se asemejan conjuntos de bolas que se disponen de manera méas o menos
regular, pero espaciada. En otras palabras, a nivel atémico, la materia es
discontinua. Sin embargo, si se observa un cuerpo a simple vista, o con
un microscopio menos potente, parece sin embargo que la materia que lo
conforma es continua.

Aunque sabemos que la materia no es continua, podemos suponer, para
su estudio, que lo es. Esto es claramente una aproximacién, pero si los proble-
mas que interesa analizar involucran cuerpos cuyas dimensiones son mucho
mayores que los atomos, la aproximacion es muy buena. Esta aproximacion
es la hipétesis de partida de la Mecénica de Medios Continuos. Resulta enor-
memente 1til pues permite resolver (aproximadamente) un gran nimero de
problemas practicos apoyandose en herramientas de calculo integral y dife-
rencial. Hay que resaltar otra vez que se trata de una aproximacién muy
buena para problemas cotidianos pero deja de ser vélida a escala atémica.

Matematicamente un cuerpo continuo se define como un conjunto B
de particulas, denominadas Pj, P, ..., con una propiedad especial: existe un
conjunto de aplicaciones biyectivas y diferenciables K = {x,} que transfor-
man B en conjuntos abiertos de R3. Es decir, para toda particula P € B

x=x(P)eR? x(B)=0CR? abierto, y x '(0)=B, (2.1)
y ademds, para dos aplicaciones cualesquiera X1, Xy € K la composicién

Y12 x1(B) CR? = x,(B) CR? | P12 =X2°X]" (2.2)
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es diferenciable. Cada una de estas infinitas aplicaciones x se llama una
configuracion.

La definicién anterior quiere indicar que cada particula del cuerpo se
puede asociar a un punto de O, un subconjunto de R3, y viceversa. Como
R3 no tiene “agujeros” (es continuo), la definicién anterior implica la conti-
nuidad de la materia que constituye 3, como indica la hipétesis fundamental
de la Mecédnica de Medios Continuos.

En la definiciéon anterior se indica claramente que existe un ntmero in-
finito de configuraciones posibles para el cuerpo B. De entre todas ellas,
elegimos una que llamamos X,.; y la denominamos la configuracion de
referencia. Esta configuracién se llama asi porque va a permitir referen-
ciar comodamente cada particula P € B como se indica a continuacion:
es incémodo denominar P, P, Ps3,... a cada particula del cuerpo B. Sin
embargo, la configuracién de referencia define una relacién biunivoca en-
tre las particulas del cuerpo y los puntos de un cierto conjunto abierto
Bref := Xyef(B) € R3. Por ello, dado un sistema de coordenadas cualquie-
ra para R3, a cada particula P del cuerpo le corresponde un tnico trio de
coordenadas (X1, X9, X3), y viceversa. Aunque son cosas distintas, se pue-
den identificar particulas del cuerpo con puntos de B,.; € R3. Cada terna
(X1, X2, X3) es, en cierto modo, el “nombre” de un particula P del cuerpo
y se llaman las coordenadas materiales del punto P. Aunque la configu-
racion de referencia puede ser cualquiera, resulta conveniente emplear como
tal la correspondiente al cuerpo sin deformar, la llamada configuracion
indeformada.

El problema basico de la Mecanica de Medios Continuos consiste en es-
tudiar las causas y los efectos que hacen que un cuerpo cuya configuracién
de referencia es X,y se transforme hasta situarse en una configuracién de-
formada x4 ;. Por ejemplo, una cuerda sujeta entre dos puntos tiene una
configuracién de referencia tal que Byey = X,er(B) que coincide con una
recta entre los dos puntos que la sujetan y una configuracién deformada tal
que Baef = Xge f(B) es una cicloide que pasa por dicho puntos.

Para concluir esta seccién indicamos que es corriente utilizar la expre-
sién “configuracién” para referirse al conjunto imagen de una de ellas, es
decir, x(B). Siendo conscientes de ello, su uso estd tan extendido que no se
considera incorrecto.

2.2. El campo de deformacion de un medio conti-
nuo

La configuraciones de referencia y deformada definen un aplicacién entre
Brer vy R3 que se denomina deformacion:

P Bref — R? ) P = Xdeyf © X;elf : (23)
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Xdef

Xref

Figura 2.2: El campo de deformacién de un medio continuo.

La deformacion es una funcién que opera entre conjuntos de R? y es muy titil,
pues hace innecesario referirse constantemente al cuerpo fisico B. De hecho,
aunque hayamos definido previamente el concepto de cuerpo y de configu-
raciones, la deformacién es el concepto mas importante para el tratamiento
matematico de la cinemdtica de medios continuos. A partir de ahora no vol-
veremos a emplear configuraciones ni conjuntos abstractos de puntos sino
subconjuntos de R3 y aplicaciones entre ellos, es decir, deformaciones. Es
sobre estas dltimas sobre las que podemos aplicar el calculo diferencial e
integral usual, pues es simplemente el calculo en R3.

Un punto genérico en la configuracién de referencia se conoce con el
nombre de particula y se indica con el simbolo X; sus coordenadas, como
se indico en la seccién 2.2, son la terna (X7, X2, X3). De manera andloga, un
punto genérico en la configuracion deformada se conoce como una posicion
y se indicard como x; sus coordendas en el espacio serén la terna (z1, z2, r3).
Asi pues se tiene que la deformacién es la aplicacion que satisface

xz=pX), X € Byey (2.4)
o empleando notacién indicial
Tr; = goi(Xl,XQ,Xg) y 1= 1,2,3 . (25)

Noétese que estas dos tltimas expresiones son vélidas para cualquier sistema
de coordenadas en By.f y Bges; no hay ninguna razén ademds por la que
estos sistemas de coordenadas tengan que ser iguales.

Como los sistemas de coordenadas en las dos configuraciones pueden ser
distintos, llamaremos a sus bases, respectivamente, {E;} y {e;}. Asi, un
vector en la configuracién de referencia y otro en la configuracién actual
siempre se escribiran, respectivamente, como

dim dim
A:ZA]E], szviei. (2.6)
i=1

=1
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La deformacion es el objeto cineméatico fundamental pues proporciona la
posicién de cada particula de cuerpo (identificada con su posicién en B,.y).
En la mayoria de los problemas mecdnicos esta funcién no se conoce y la
resolucién de dicho problema consiste en hallar dicha funcién a partir de las
fuerzas exteriores aplicadas. En este capitulo, sin embargo, supondremos que
¢ es conocida y deduciremos a partir de ella otras cantidades cinematicas
de interés.

Las funciones ¢ que definen los campos de deformacién de los medios
continuos pueden ser muy variadas, pero existen varias restricciones que han
de cumplir. En primer lugar, como composicién de dos configuraciones, han
de ser funciones diferenciables. En segundo lugar han de ser inyectivas. Esto
quiere decir que si X e Y son dos puntos distintos del interior de By,
entonces ¢(X) # ¢(Y). Lo que indica esta condicién es que dos puntos
no pueden deformarse de forma que acaben en la misma posicién pues la
materia es siempre impenetrable.

En algunos casos resulta 1til referirse también al campo de desplaza-
mientos, especialmente para la teoria de deformaciones infinitesimales. Pa-
ra introducir correctamente este concepto necesitamos primero definir una
operacion que lleve vectores de la configuracién de referencia al espacio fisi-
co. Esta operacion, que llamamos transporte, se denomina 3 y se define,
para cualquier vector v = v4 E 4 de la siguiente manera:

Sv=Xva Eps=vsey4. (2.7)

Ahora, empleando este operador se puede definir el campo de desplazamien-
tos como
u(xz) =px) - Sp l(z) =z - XX . (2.8)

La interpretacion geométrica de este campo es que representa el vector que
une las posiciones sin deformar y deformada de cada particula, cuando ambas
posiciones pertenecen a un mismo espacio.

2.2.1. Operadores diferenciales en las dos configuraciones

En toda la Mecanica de Medios Continuos se trabaja con campos defi-
nidos en la configuracion de referencia, en la configuracién deformada y, en
algin caso, con tensores de dos puntos. Los objetos definidos en la configu-
racion de referencia se denominan materiales; los definidos en la configu-
racién deformada, espaciales. Estas denominaciones no son universales y
pueden cambiar segun los libros. Como las coordenadas en la configuraciéon
de referencia y la deformada son distintas, cuando se define un operador
diferencial es necesario especificar qué espacio es el que se usa.

Sobre un campo material, por ejemplo una funcién G : B,y — R, un
campo vectorial v : By — R3, 0 un campo tensorial T : Brey — R3*3 se
pueden definir operadores diferenciales que se denominan operadores mate-
riales y se denotan como Vx, Vx-, Vx X. Por ejemplo, el operador gradiente
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del campo escalar G y del campo vectorial v, si las coordenadas en B,y
fueran cartesianas, tendrian expresion:

of

Vx f(X) = 55 (X) Ei
o (2.9)
Vxv(X) = aX?(X) E,®E; .

De manera andloga, las divergencias materiales de este campo vectorial y
campo tensorial son

0v;
Vxv(X) = ——(X).

g?f (2.10)
Vx T(X) = 8)éj (X) E; |

Sobre objetos espaciales también se pueden definir operadores diferen-
ciales que tambien se llaman espaciales usando el simbolo V,,. Como antes,
si hay una funcién g : R® — R, un campo vectorial v : R?> — R3, o un
campo tensorial t : R3 — R3*3, se definen, usando coordenadas cartesianas,

d
Veg(a) = 51 (@) e;
Vev(x) = g:: (x)e;@e;j,

&}j (2.11)
Vev(z) = oz, () ,

Vpt(z) = &C'j‘ () e;

Como la deformacién ¢ relaciona puntos en B,.c¢ y Bgey C R3, los opera-
dores diferenciales materiales y espaciales en puntos correspondientes estan
también relacionados. Por ejemplo, consideremos un funcién g : Bgey — R
diferenciable y definamos G : B,y — R como

G=goyp, (2.12)
o lo que es lo mismo, G(X) = g(¢(X)). Entonces se cumple que

99 | )8%

VxGX) = (5, 2 ¥)ax,

Ey=F"'(Vagoyp), (2.13)

. 0y . 1y, .
siendo F' el tensor con componentes [j4 = % (vedse la seccién 2.3). Se
pueden construir relaciones entre los distintos operadores en las dos confi-
guraciones de manera andloga, sin mas que emplear la regla de la cadena.
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E2 A

€

Figura 2.3: Interpretacion geométrica del gradiente de deformacion.

2.3. El gradiente de deformacion

El primer objeto derivado de la deformacién es el gradiente de defor-
macion, un tensor de segundo orden, de dos puntos, definido como

F(X) = Vxp(X) = 2220 - 02

(X)ei@Epa=Fa(X)e,@FE4 .

(2.14)
Este objeto define la relacién entre elementos diferenciales de la configura-
cion sin deformar y los de la deformada, es decir, es un tensor de dos puntos.
Mais concretamente, si dX es un vector diferencial situado en el punto X de
la configuracién de referencia y da es el vector que resulta de la deformacion
de dX se cumple que

dz = F(X)dX . (2.15)

La figura 2.3 ilustra esta interpretacién geométrica.

Para demostrar que en efecto el gradiente de deformacién es el reponsa-
ble de la transformacion de vectores diferenciales entre la configuracion de
referencia y la deformada, considérense dos puntos X y Y muy proximos
en la configuracién de referencia tal que Y = X + dX. Después de la defor-
macion ¢, estos dos puntos ocupan las posiciones = ¢p(X) e y = ¢(Y).
Si llamamos dx al vector dX deformado que va de & a y se tiene que,
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utilizando un desarrollo en serie

2.16
dp(X) (210

PAX + 04X ) - ¢(X)

> Ejemplo 2.3.1. Considérese la deformacién de un cuerpo sdlido que ocu-
pa, en su configuracién de referencia, el cubo (0,1) x (0,1) x (0, 1). El cuerpo
se encuentra deformado con una funcién de deformacion ¢ que transforma
coordenadas cartesianas X 4 en la configuracion de referencia a coordenadas
cartesianas en la configuracion deformada con expresiones

xr1 :Xl—i-’)/XQ, iL'QZXQ, r3 = X3 .

La representacién matricial del gradiente de deformacién en la base {e; @ E;}
es

1
[F(X)] = |0
0

S =2
- o o

Su representacion intrinseca es:
F=e1®FE 1 +7e10FEy+e2® Es+e3® Es . (2.17)

<

> Ejemplo 2.3.2. Considerar ahora la deformacién del mismo cuerpo pero
con otra deformacion ¢ que se expresa ahora en funcién de las coordena-
das cartesianas X 4 en la configuracion de referencia y da el valor de las
coordenadas cilindricas en la configuracion deformada

r= X1+ X2+ aXs, 0 = X1+ aXs, z =aX) — (6X3.

La matriz del tensor de dos puntos F' es ahora

1 1 «
[F(X)]=|8 0 «a
a 0 —p

cuya expresion tensorial es
F(X)=e®FE +e,0FEst+ae,QFE3+[egQFE1+aeyEs3+ae,QFE|—fe,QFEs3.

<
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2.4. Descomposicién polar del gradiente de defor-
maciones

El gradiente de deformaciones, al derivar de una funcién inyectiva, siem-
pre es invertible y se demostrard mas tarde que su determinante es positivo
siempre. Tomando por el momento este resultado como valido se sigue del
teorema de la descomposicion polar que el tensor F' siempre se puede des-
componer de la forma:

F=RU=VR, (2.18)

siendo R un tensor de rotaciéon y U,V dos tensores simétricos, definidos
positivos. El tensor R se denomina el tensor de rotacion y los tensores
U,V son los tensores de alargamiento derecho e izquierdo, respecti-
vamente.

La accion del tensor R sobre un vector diferencial consiste en rotarlo, sin
modificar su magnitud. Por contra, tanto U como V actian sobre vectores
diferenciales deforméndolos. De la expresién (2.18) se sigue que, en general,
el gradiente deformacién F' consta de una deformacién U y una rotacion
posterior R, o equivalentemente, de una rotacién R y una deformacién pos-
terior V.

Es ilustrativo tener en cuenta a qué espacio pertence el resultado de
operar F', R, U y V sobre un vector. El gradiente de deformacién es un
tensor de dos puntos y segun el teorema de la descomposicién polar

U=VF'F=U;E ®E;,

(2.19)
V=VFF" =V e ®e;.
Por ello, el tensor de rotacién es
R:FUT:Rijei(@Ej. (220)

De este razonamiento se concluye que el tensor de rotacién es un tensor
de dos puntos que transforma vectores desde la configuracién de referencia
hasta la configuracién actual, el tensor U opera sobre vectores en la confi-
guracion de referencia y los tranforma en otros de ese mismo espacio y el
tensor V' opera con y hacia vectores en la configuracién deformada.

Como los tensores de alargamiento son simétricos tienen siempre tres
autovalores reales que se denominan los alargamientos principales y los
denotaremos A1, Ao, A3. Como ademas estos tensores son definidos positivos,
los tres autovalores serdn siempre positivos.

> Ejemplo 2.4.1. Para hallar los alargamientos principales correspondien-
tes a la deformacién (2.3.1) se calculan los autovalores A? del tensor

1 ¥ 0
[C]=[FTF)= |y 1++% 0], (2.21)
0 0 1
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que son:

1 1
N=1, M= 5(2+72—7\/4+y2), A2 = 5(2+v2+%/4+v2). (2.22)

Los alargamientos principales son sencillamente las raices cuadradas positi-
vas de los autovalores (2.22).
<

2.5. Medidas locales de deformacion

Ademas del gradiente de deformacién y de los tensores de alargamien-
to existen otras muchas medidas locales de deformacién que se emplean en
Mecénica de Medios Continuos. Aunque como ya se ha explicado el gradien-
te de deformacién contiene toda la informacién sobre la deformacién local de
un cuerpo hay ocasiones en las que otras medidas proporcionan informacion
especifica mas conveniente o necesaria. Ya hemos visto, por ejemplo, como
los tensores de alargamiento sirven para identificar los alargamientos princi-
pales, que contienen informacién muy interesante, como ya se vera. Existen
ademads tensores de deformacién, como el tensor de Green-Lagrange, que se
emplean cominmente para la definicion de modelos constitutivos como se
explicard en el capitulo correspondiente.

El tensor derecho de Cauchy-Green es un tensor de segundo orden
definido como

C=F'"F=C;;E;®FE; . (2.23)

De su definicion se sigue que es un tensor simétrico, definido positivo. Mas
aun, empleando la descomposicién polar del gradiente de deformaciones es

inmediato verificar que
Cc=U*. (2.24)

La descomposicién espectral del tensor (derecho) de Cauchy-Green se
puede obtener inmediatamente a partir de la del tensor (derecho) de alarga-
miento U. Si los alargamientos principales se denotan como A1, Az, A3 v las
direcciones principales de U como N1, N2, N3 entonces

3
C=> NXN.,®N,. (2.25)

a=1

El tensor izquierdo de Cauchy-Green o tensor de Finger esta defi-
nido como

b:FFT:VZZbijei(X)ej, (226)
y llamando n; a los autovectores de V', se comprueba que
dim
b=> AN n,®n, . (2.27)

a=1
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Asi pues, las parejas de tensores U,V y C, b tienen los mismos autovalores
pero distintos autovectores. Mas aun, se puede comprobar que

ne=RN,, a=123. (2.28)

Otros tensores de deformaciéon que se usan en ocasiones son el tensor
de deformacion de Piola C~' y el tensor de deformacién de Cauchy
c=FTF1=p"

Los tensores de deformacién estudiados hasta aqui se reducen al tensor
identidad cuando la configuracién deformada coincide con la de referencia.
Sin embargo, en castellano es més habitual emplear el término deformacion
referido a un concepto que se anule en el caso anterior. Por ello se definen
nuevas medidas, como la deformaciéon de Green-Lagrange

1
E:§(C_I):Eij E, ®Ej, (2.29)

cuya descomposicién espectral se puede encontrar facilmente:

B-y

a=1

(A2 —1) Na® N, . (2.30)

N =

Esta medida deformacién, como se puede apreciar en su expresion espectral,
es un tensor que opera sobre vectores en la configuracién de referencia y
cuyo resultado también son vectores en este mismo espacio. Estos tensores
se conocen como tensores materiales y anteriormente se vio que el tensor
derecho de Cauchy-Green también es material.

En multitud de ocasiones cada vez que se introduce un tensor material
existe un tensor relacionado que esta definido desde y hacia vectores en la
configuracién deformada. Este segundo tipo de tensores se llaman tensores
espaciales. Por ejemplo, asociado a U, que es un tensor material, esta V,
que es espacial; asociado a C, que es material, esta el tensor b, que es espa-
cial. Por ultimo, la pareja del tensor de Green-Lagrange, una deformacion
material, es el tensor de Almansi, definido como

1
e = 5 (I — b_l) =€ €e,e;. (231)

2.5.1. Deformaciones generalizadas

En general, empleando el concepto de descomposicién espectral de un
tensor se pueden definir infinitas medidas de deformacion. Para ello basta
con definir funciones escalares f(\) y construir el tensor de deformacién
correspondiente de la siguiente manera:

3
Ef=) f(X) No®N, . (2.32)
a=1
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Evidentemente, existen algunas restricciones para las funciones f(\) que
son:

a) han de estar definidas para A € (0, 00),
b) han de ser mondétonas crecientes (f'(\) > 0),

¢) han de anularse cuando el cuerpo no esté deformado, es decir, f(1) =0,
y

d) deben de cumplir que f'(1) = 1.

La justificacién de la tdltima condicién se entiende en el contexto de las
deformaciones infinitesimales, explicadas més adelante en este capitulo. El
tensor de Green-Lagrange es de la forma (2.32), siendo f(\) = %()\2 —1).
Resulta 1til generalizar este tipo de medidas de deformacién de la siguiente
manera:

3 1 .
m m m H)\m—l siA#£0
E ):Zf( )()‘a)Na®Na7 con f( )(/\):{log()\ ) G A=0
a=1
(2.33)

Se puede verificar de forma inmediata que las funciones f(™ cumplen las
cuatro condiciones identificadas anteriormente. La deformacién E© es es-
pecialmente importante y se conoce como el tensor de deformacion de
Hencky.

> Ejemplo 2.5.1. Considérese la estiramiento uniforme de una barra recta
empotrada en el extremo X = 0 y de longitud L en su configuracién de
referencia. La barra se estira debido a la aplicacién de una fuerza en su
extremo libre de forma que su longitud deformada sea ¢ con lo que el campo
de deformacién para este problema unidimensional es ¢(X) = X//L. El
resto de medidas de deformacién tiene la siguiente expresién analitica:

a) El gradiente de deformacién es F' = (/L = \.
b) Los tensores de alargamiento derecho e izquierdo son U =V = F.

¢) Los tensores derecho e izquierdo de Cauchy-Green son C = (2/[? =
N =b.

d) El tensor de Green-Lagrange toma el valor E = 12222’;2 = %(/\2 —1).

e) El tensor de Almansi es e = % =1(1-272).

f) El tensor de Hencky se simplifica a E(®) = log %
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Figura 2.4: Transformacién de una curva material I

2.6. Transformacién de longitud, superficie y vo-
lumen

La cinematica de medios continuos intenta describir la deformacion glo-
bal y local de los cuerpos. En particular, resulta muy interesante poder
calcular, a partir del campo de deformaciones, como se transforman los ar-
cos, las superficies y los volimenes. La forma de abordar esta cuestién es
estudiando estas transformaciones a nivel diferencial e integrando los resul-
tados asi obtenidos. Como veremos en esta seccién toda esta informacién se
puede obtener a partir del gradiente de deformacion.

2.6.1. Transformacién de longitud y angulo

Ya se explico en la seccién 2.2 que el gradiente de deformacion F' trans-
forma los vectores diferenciales desde la configuracion de referencia a la de-
formada. Suponemos ahora que un vector diferencial d X en la configuraciéon
de referencia tiene direccién 1 y longitud d.S, es decir, dX = ndS. Debido
a la deformacion del medio continuo, este vector se transforma en dx que
tiene direccién n y longitud ds (ver la figura 2.3). La definicién matematica
de estas dos longitudes (que son magnitudes escalares) es:

ds? =dX -dX, ds®=dx -dz. (2.34)

A partir de la expresién (2.15) que relaciona los vectores diferenciales sin
deformar y deformado obtenemos:

ds* = (FdX) - (FdX) = (ndS)- FTF(ndS)=dS*n-Cn. (2.35)

Concluimos pues, que dado un vector diferencial dX =ndS, con |p| =1y
origen en el punto X de la configuraciéon de referencia, éste se transforma
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en otro vector diferencial dx, con origen en = (X)) y longitud ds, dada
por la expresion (2.35). El alargamiento por unidad de longitud de la curva
I" en el punto X verifica pues:

ds ds?
A:(ﬂg:@:m. (2.36)

Consideremos ahora el caso mas complejo de una curva material I" defini-
da en la configuracién de referencia. Esta curva esta “pegada’” a las particulas
materiales que se encuentran “bajo” ella. Cuando estas particulas se defor-
man debido a la deformacién ¢, la curva también se deforma y ocupa una
posicién v = ¢(I") de la configuracién deformada. La longitud de la curva
en la configuracion de referencia es simplemente

L= /F as | (2.37)

y la longitud de la curva deformada es

Ez/yds:/[ﬁ)\dS:/F\/T(F(S))-C(F(S))T(F(S)) ds,  (2.38)

siendo 7(I'(S)) el vector tangente unitario a la curva I' en el punto I'(S).

Se puede considerar ahora el cambio del angulo que forman entre si dos
vectores diferenciales d X1 = n;dS; y dX 2 = n,dS; con origen en el punto
X € B, al deformarse el cuerpo. El angulo © que estos dos vectores forman
en la configuracion de referencia se puede calcular empleando las propiedades
del producto escalar:

dX; -dX>,

COS@ = T =
|dX 1] [dX 2]

IR/ (2.39)
De la misma manera, después de deformarse, los correspondientes vectores
diferenciales forman un angulo 6 en la configuracién deformada cuya mag-
nitud viene dada por

d£131 . de

cos = —— |
’d$1| |dac2|

(2.40)

que se puede expresar como:

n, - C(X)n,
\/771 ) C(X)771\/772 -C(X)n,

El resultado mas importante de esta seccién es que el tensor derecho de
Cauchy-Green contiene toda la informacion del cambio local de longitud y
angulo en un cuerpo deformable. Aunque no lo vamos a demostrar, también
el tensor de Finger contiene la misma informacién.

cosf = (2.41)
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2.6.2. Transformacién de area

De la misma manera que las curvas materiales se deforman cuando el
medio sobre el que estan definidas se deforma, las superficies también. Para
evaluar cuantitativamente el efecto de esta deformacion se considera un di-
ferencial de superficie sobre la configuracion de referencia. Este diferencial
es una cantidad vectorial cuya magnitud dA es el area de un paralelogramo
de lados d X1 y dX o y cuya direccién IN viene dada por dX; x dXs. Es
decir,

NdA=dX; xdXs . (2.42)

Para calcular la superficie y direccion del elemento de area deformado
basta con emplear las definiciones de; = F'dX,dxs = F'dX 4 asi como la
propiedad elemental (T'a) x (Tb) = det(T)T T (a x b). De estas expresiones
se obtiene que el diferencial de superficie deformada nda se puede calcular
como

n da = dz xdxy = det(F)F~1(dXxdX5) = det(F)F~T N dA. (2.43)

Nétese que el tensor det(F)F~T es el adjunto del gradiente de deformacién
asi que la relacién de dreas también se puede escribir como

nda = adj(F)N dA . (2.44)

Esta expresion se conoce como la formula de Nanson.

2.6.3. Transformacién de volumen

Finalmente, y siguiendo el mismo proceso que en los dos casos anterio-
res, también podemos calcular el efecto de la deformacion sobre el volumen
de un cuerpo continuo. Sea un diferencial de volumen material dV en la
configuracién de referencia. Este volumen se puede considerar como el que
contiene un paralelepipedo diferencial cuyos lados son los vectores diferen-
ciales dX1,dX s y dX3 situados sobre el punto X € B,.y. A partir de
las propiedades del triple producto el volumen diferencial se puede calcular
como

dV = [dX; dX, dX3) . (2.45)

Empleando la definicién intrinseca del determinante (ver Eq. (1.56)), el di-
ferencial de volumen deformado dv se puede relacionar con el volumen de
referencia con la expresion

dv =[FdX FdXs FdX3] = det(F)[dX; dX9 dX3] = det(F)dV .
(2.46)
El determinante del gradiente de deformaciones se suele indicar con la le-
tra J, asi pues

J =det(F) = +/det(C) = I3(F) . (2.47)
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El jacobiano J proporciona, como se ha visto, el cociente entre el volumen
deformado y el volumen sin deformar de un paralelepipedo elemental. Como
la materia no puede desaparecer, este cociente podré ser mayor o menor que
uno, pero siempre habrd de ser positivo.

Sea (2, una regién material del cuerpo. Si su volumen es V = fQo dV se
obtiene que el volumen de esta regién una vez deformada es

v = volumen(p(2)) = /(Q )dv = / J(X)dV (2.48)
#(Q 0

2.7. Deformaciones de sélido rigido

En general, las deformaciones de los cuerpos son muy complejas y ra-
ramente se conoce una expresion analitica para ¢. Sin embargo, existen
algunos tipos de deformaciones tan sencillas que permiten encontrar una
expresién de todas sus medidas cinematicas. El primer tipo lo constituyen
las deformaciones de sélido rigido. Estos movimientos son aquellos en
los que el cuerpo cambia de posicién sin que varie la distancia relativa en-
tre puntos del mismo. Es decir, para cualquier pareja de puntos X,Y del
cuerpo B,y se cumple que

Y - X| = |p(¥) — p(X)] . (2.49)
Las deformaciones de sélido rigido son siempre de la forma:
P(X)=a+Q(X-7), (2.50)

donde a es el vector de posicién de un punto cualquiera y @ es un tensor
de rotacién de componentes

Q = Qij €; X Ej (2.51)

Es sencillo comprobar que los movimiento de tipo (2.50) preservan las dis-
tancias relativas. La demostracién de que éstas son las tinicas deformaciones
con esta propiedad es un poco mas compleja: derivando (2.49) respecto a X
primero y respecto a Y después se obtiene:

FX)'Fy)=T. (2.52)

Eligiendo X =Y en esta ecuacion deducimos que el gradiente de deforma-
ci6n ha de ser ortogonal y puesto que det(F') > 0, ademés propio, es decir
una rotacién. Volviendo a la ecuacion (2.52) se deduce que F(X) = F(Y),
es decir que el campo de rotaciones es constante F(X) = Q. Una defor-
macién con gradiente de deformacion constante e igual a @ ha de ser de la
forma (2.50).
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Las deformaciones de sélido rigido tienen gradiente de deformacién F'(X)
Q por lo que el tensor derecho de Cauchy-Green es

C(X)=QTQ=1. (2.53)

Se deduce pues que, como era de esperar, una deformacién de sdélido
rigida preserva las longitudes, areas y volumenes diferenciales. También se
puede demostrar que una deformacién con C(X) = I ha de ser de la for-

a (2.50).

Dentro de las deformaciones de sélido rigido existen dos tipos elementa-

les: las traslactiones rigidas

‘Ptr(X) =a+ X;e€;, (2.54)

y las rotaciones puras
Qorot(X) = QX ’ (255)

y es facil demostrar que todo movimiento rigido es la composicién de una
traslacién y una rotacion, o viceversa.

2.8. Deformaciones homogéneas

El segundo tipo de deformaciones que estudiamos son las llamadas de-
formaciones homogéneas, definidas como aquellas en las que el gradiente
de deformacién F' es el mismo en todos los puntos del cuerpo, es decir,

F(X)=F. (2.56)
La forma més general de una deformacién homogénea es pues
p(X)=a+FX, (2.57)

siendo @ un vector cualquiera.

Este tipo de deformacion es sencillo pues todas las medidas de deforma-
cién (que siempre se derivan del gradiente de deformacién) son iguales para
todos los puntos del cuerpo. Esto ademés implica que las relaciones deri-
vadas para la transformacion de vectores infinitesimales, dreas y volimenes
son en este caso validas para vectores, dreas y volumenes de tamafio finito.

Un caso particular sencillo pero importante de deformacién homogénea
es el alargamiento. Se dice que una deformacién es un alargamiento o
estiramiento si es de la forma:

O X)=Y+UX-Y), (2.58)

siendo Y un punto fijo y U un tensor simétrico y definido positivo. Se
puede comprobar inmediatamente que un alargamiento es una deformacion
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homogénea con gradiente de deformacién F'(X) = U. Empleando el teorema
de la descomposicién polar al gradiente de deformacién concluimos que ésta
no incluye ninguna rotacién. Nétese que una deformacién de alargamiento
puede “acortar” las dimensiones del cuerpo continuo.

El siguiente teorema caracteriza todas las deformaciones homogéneas
como composicién de otras mas sencillas:

Teorema 2.8.1. Toda deformacion homogénea @ se puede escribir como la
composicion de una traslacion, una rotacion pura y un alargamiento:

QD(X) - (Qotr O Prot © (Pest)(X) : (259)

Demostracion. Para demostrar este teorema basta definir las tres deforma-
ciones como:

P (X) =p(Y)+ X -Y,
¢,u(X) =Y +R(X - Y) | (2.60)
(Pest(X) =Y + U(X - Y) :

O]

2.9. Deformaciones infinitesimales

Quizas las deformaciones “sencillas” madas importantes que existen son
las llamadas deformaciones infinitesimales y que estudiamos en esta seccion.
Este tipo de deformaciones forman la base de la teoria clasica de Elasticidad
y, en general, de otras teorias vélidas para cuerpos que se deforman poco. En
realidad, las deformaciones infinitesimales son sélo una aproximacién a lo
que hemos definido como deformacién, pero son extremadamente ttiles pues
permiten resolver aprorimadamente un gran numero de problemas practi-
cos. Dicho esto, el marco geométrico que hemos presentado en las secciones
anteriores no encaja, como veremos, exactamente en esta cinemética.

Para medir el tamano de una deformacion definimos el pardametro adi-
mensional

§ =sup |C(X) 1] . (2.61)
X

Usando este parametro podemos definir el concepto de deformacion infi-
nitesimal como aquella en la que el pardmetro ¢ es muy pequeno, es decir,
que en todos los puntos del cuerpo el tensor derecho de Cauchy-Green es
muy parecido al tensor identidad. Escribimos esta condicién como:

s<1. (2.62)

La propiedad (2.62) que la caracteriza estas deformaciones tiene impli-
caciones de muy largo alcance, la mayoria de las cuales simplifica enorme-
mente el tratamiento matemaético de la cinemética. La primera simplicaciéon
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del célculo tensorial es que no resulta necesario distinguir entre derivadas
con respecto a coordenadas materiales y espaciales. Asi por ejemplo

Vet = g—z = g—;%—f =Vxu F'=Vxu (I +H)™' = Vxu+0(@) .

(2.63)
Por ello, cuando se estudien deformaciones infinitesimales, no se utilizara la
notacién Vx o V, sino inicamente V. De la misma manera, en vez de Vx- o
V- emplearemos V-, y en vez de Vx X y VX, simplemente V x. Esto quiere
decir que, para este tipo de problemas, las dos configuraciones estudidadas
Brey y Bgey dejan de distinguirse y nos referimos al cuerpo simplemente
como B. El objeto fundamental del anélisis deja de ser la deformacion para
ser el campo de desplazamiento definido como

u(x) =p(x) —x . (2.64)

y entendido como una funcién u : B — R3.

A partir del desplazamiento se definen el tensor de deformacion in-
finitesimal € y el de rotacidn infinitesimal w, cuyas expresiones son

e(x) = Viu(zx) , w(x) = Viu(x) . (2.65)

Noétese que el segundo tensor es antisimétrico y por tanto tiene un vector
axial w. En componentes, estos dos tensores tienen por expresion:

1
e(x) = §(Ui7j +uji) e ®e;j, (2.66)
- 1
w(zc) = i(uw‘ — Uj’i) e;xe;. (2.67)

Existen varias maneras para explicar por qué el tensor de deformaciones
infinitesimales tiene la forma que se ha indicado. La mas ilustrativa, basado
en toda la teoria que hemos desarrollado en este capitulo, consiste en demos-
trar que € es una aproximacién de orden 62 del tensor de Green-Lagrange.
Asi pues, cuanto menor sea el pardmetro de tamano §, mas se parecerdan estas
dos medidas de deformacion. En realidad, dicha justificacion se podria gene-
ralizar a cualquier medida de deformacién del tipo (2.32). Para comprobar
esta afirmacién definimos

H(z) =Vu(x) , (2.68)
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un tensor cuya norma es del orden de §. Asi pues,

E = %(FTF 1) (2.69)
- %((I +H)'(I+H)-1I) (2.70)
= %(H +H” + HTH) (2.71)
e+ %HTH (2.72)
=e+0(6%). (2.73)

La teoria de deformaciones infinitesimales, o pequenas deformaciones,
parte de la hipdtesis de que los errores que se cometen al reemplazar E
con g€ se pueden ignorar y por tanto ésta ultima es la tnica medida de
deformacién.

Una propiedad fundamental de las deformaciones infinitesimales es que
la medida de deformacion € es una funcién lineal de u, al contrario que E
y otras medidas de deformacién discutidas en la seccion 2.6 que dependen
no linealmente de la deformacion. Esta es una caracteristica que modifi-
ca de manera radical la forma de enfocar la teoria de medios deformables
y eventualmente posibilitard que las ecuaciones del problema elastico con
deformaciones infinitesimales definan un problema lineal. Esto a su vez po-
sibilitara el principio de superposicién que puede ser empleado para resolver
problemas de forma sistemaética y simplificada.

2.9.1. Deformaciones infinitesimales rigidas

El tensor de deformacién infinitesimal mide el grado de deformacién local
en una deformacién infinitesimal. Por ello se dice que una deformacién es
infinitesimalmente rigida si dicho tensor de deformacion se anula, es decir

e(x) =0, paratodo =€ B. (2.74)

En las deformaciones infinitesimales rigidas el gradiente de desplazamien-
to H ha de ser antisimétrico y coincide con el tensor de rotacién infinitesi-
mal w:

H=H°+H=¢e+w=w. (2.75)

Este tipo de deformaciones se corresponde a un campo de desplazamien-
tos que sélo puede ser de la forma

u(z) = u(y) + w(x -y), (2.76)

siendo y cualquier punto del cuerpo. Recalcamos que una deformacién in-
finitesimalmente rigida no es una deformacién rigida, tal y como éstas se
definieron en la seccién 2.7.
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2.10. Movimientos

Hasta ahora nos hemos centrado en el estudio de la cinematica de cuer-
pos deformables centrandonos en las deformaciones que ocurren entre una
configuracién de referencia y una configuraciéon deformada. En ésta y las
préximas secciones se estudian familias de configuraciones deformadas y los
objetos cineméaticos que se pueden definir para su estudio.

En primer lugar se define un mowvimiento como una familia de configu-
raciones ¢, que depende de un pardmetro ¢ (el tiempo) de forma diferencia-
ble. Es decir, si S(B) es el espacio de configuraciones posibles de un cuerpo
continuo B,..r, entonces ¢; es una curva en S(B). Se define la configura-
cion inictal como aquella que tiene lugar en el instante ¢ = 0, es decir, Xj.
El término configuracion actual se emplea para referirse a x;.

Cuando un cuerpo realiza un movimiento, cada particula X € B, reco-
rre una curva en el espacio ¢(t) que se puede expresar en funcién del campo
de configuraciones como:

oft) = @, (X) = @(X.1) . (2.77)

Esta curva se denomina trayectoria y determina de forma inequivoca la
posicién de la particula X en cada instante de tiempo.

2.11. Descripcion material y espacial

El movimiento de un cuerpo continuo se define completamente mediante
la familia de configuraciones ;. En un instante de tiempo genérico t ademas
estas configuraciones definen una aplicacién biyectiva entre B,y y B;. Esto
significa que cada particula material X € B,.f ocupa, en dicho instante, un
punto del espacio © € B; y que ademds cada punto de la regién B; € R? es
la imagen de una y solamente una particula material del cuerpo. Dado una
posicion x € B; podemos encontrar cual es la particula que ocupa ese lugar
en el instante ¢ mediante la funcién inversa y obtenemos X = ¢; !(x).

Considérese ahora un campo escalar, vectorial o tensorial Y que estd
definida en todo instante sobre las particulas materiales de la configuracion
de referencia. La expresiéon completa de esta funcién, incluyendo sus argu-
mentos, es Y (X ,t) y devuelve, para cada instante de tiempo ¢ el valor del
campo Y que corresponde a la particula X. Se dice que Y es un campo
material.

Empleando la relacién biyectiva que la deformacién establece podemos
expresar el campo Y en funcion de la posicién x en lugar de la particula X.
Para ello sustituimos X por ; () y definimos

y(@,t) == Y(p; ' (@).1) . (2.78)

El campoy = Yoy, ! depende de la posicién y del tiempo y se denomina
campo espacial. Los dos campos Y y y dan el mismo resultado si se
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evalian en el mismo instante de tiempo y si & = ¢,(X). Ademads, conocido
uno de ellos y la funcién ¢, se puede calcular el otro.

En Mecénica de Medios Continuos se usan campos materiales y espacia-
les, segtin la conveniencia de cada situacion. En la mayoria de las situaciones
se emplean letras mayusculas para indicar los campos materiales y letras
mintsculas para los espaciales. Como en el ejemplo anterior, la versién ma-
terial y espacial de un mismo campo se indican con la misma letra pero en
mayuscula y mintscula, respectivamente.

2.12. Velocidad y aceleracién

Las definiciones de velocidad y de aceleracién en Mecanica de Medios
Continuos coinciden con las definiciones cldsicas estudiadas en Mecanica
Cléasica. Sin embargo merecen un estudio cuidadoso para diferenciar las dis-
tintas formas de calcularlas.

Como en la seccién 2.10, se considera la trayectoria c(t) = ¢ (X, t) de una
particula material X y se definen su velocidad y aceleraciéon como la primera
y segunda derivadas temporales de esta funcion. Méas especificamente, se
define la velocidad material V y la aceleracion material A de un
particula X € B,y como:

VX, 1) = p(X,1) = w L AXH) = (X, E) =

0?V (X 1)
o2

‘ (2.79)
Nétese que la notacién () se utiliza para indicar la derivada parcial con
respecto a la variable t.

Por su definicién resulta obvio que se trata de dos campos vectoriales
materiales. Fisicamente representan la velocidad y aceleracién, en el sentido
clésico, de la particula identificada con la posicién X en la configuracién de
referencia. Para muchas aplicaciones resulta 1til definir la versién espacial
de estos dos campos y por ello se definen la velocidad espacial v y la
aceleracion espacial a como los campos vectoriales espaciales

v(a,t) = V(e (x),t),  alzt) = Al (x),1) . (2.80)

Fisicamente, representan la velocidad y la aceleracién, en sentido clésico,
de la particula que se encuentre en el instante ¢ ocupando la posicién x.

Es importante notar que ni la velocidad espacial ni la aceleracién espa-
cial son la derivada temporal de ninguna funcién. Para encontrar la relacion
de estas tasas con las derivadas empleadas para definir la velocidad y la
aceleracién materiales se utiliza el concepto de derivada temporal mate-
rial. Esta es la derivada respecto del tiempo de un campo cualquier, cuando
se fija la particula X. Asi, la derivada temporal material de y, un campo
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. . . D
escalar, vectorial o tensorial espacial se denota ﬁ!t/ y se calcula como

Dy 0
ﬁ(wat) - a Xy($7t)

- ( 0 y(@(th)’t)> °© Qot_l (2'81)

& X:‘P_l(wvt)
0
= ay(x7 t) + me(xa t) U(ZIZ, t) .

De forma maés compacta se define para cualquier campo espacial v

Dy d

— == . 2.82

o = (0P (282)
Con la notaciéon introducida podemos afirmar que la aceleracion espacial

a no es igual a v sino que se puede calcular como

Do ov
E(ac,t) = —(=z,t) + (Vgv(x,t))v(x, t) . (2.83)

a(xz,t) = 5t

Para comprobar esta afirmacién, comenzamos por calcular la aceleracion
material de la siguiente manera
0

A(X,t) = aV(X,t)

= Jo(p(X,0).1) (2:34)

ov

= a(@(Xat))at) + va(SO(Xat))at)V(X7t) .

Componiendo ambos lados de esta identidad con ¢, ' se obtiene

a(x,t) = (Aop; N (x,t) = aa,:(:c,t) + Veu(z, t)v(z,t) . (2.85)

2.13. Tasas tensoriales

Otros tensores derivados de las tasas de deformacion resultaran ttiles
para el estudio posterior de los medios deformables. En primer lugar, obser-
vamos que la derivada temporal (material) del gradiente de deformacién se
puede calcular como

P(X.0)= 2 (Vxe (X)) = Vx <§tsot(X)) S VxV(X,1) . (256)

Pero ademas, este ltimo tensor se puede reescribir de una forma maés ttil

F(X,1) = Vx(vo@)(X,t) = (log,)(X, 1) F(X, 1), (2.87)
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siendo
l(x,t) = Vyv(x,t) (2.88)

el tensor espacial conocido como el gradiente de velocidad. Este campo
tensorial se puede descomponer, como siempre, en una parte simétrica y otra
antisimétrica

dlz,t) =z, t), &zt)=1,1) (2.89)

que se llaman, respectivamente, la tasa de deformacion y el tensor de
rotacion propia o tensor de spin. Su vector axial, que indicamos como w,
es el campo de vorticidad.

2.A. El determinante del gradiente de deforma-
cién

Como se explico en la seccion 1.4.1 el determinante de un tensor de se-
gundo orden es una operacién algebraica definida con una interpretacion
geométrica que la hace independiente del sistema de coordenadas. El gra-
diente de deformaciones es un tensor definido de manera general como

_ i

F =
0X,

e ® Ej , (290)

siendo @; la componente i-ésima de la deformacién expresado en el sistema
de coordenadas del espacio, X; la coordenada j—ésima en el sistema del
cuerpo y e;, E; los vectores de las bases en las coordenadas del espacio y el
cuerpo, respectivamente.

Supongamos ahora que escogemos sistemas de coordenadas cartesianos
en el cuerpo y en el espacio que los indicamos como {Z,}3_; v {za}3_1,
respectivamente. Ademads, las bases cartesianas del cuerpo y del espacio son
{I1,}3_, v {ia}3_,. Ahora escogemos otros sistema de coordenadas para el
cuerpo y el espacio, ninguno de ellos necesariamente cartesiano y ademaés
posiblemente distintos. Las coordenadas y la base en el cuerpo las llamamos
{©;}2_, v E;; a su vez, las del espacio las indicamos como {B;}?_; y h;.
Escribimos, por tanto,

- g‘gz ,ia®Ib:gg‘Zha®Eb. (2.91)

F

Los sistemas de coordenadas del cuerpo y los del espacio deben de estar
relacionados. Asi pues, al menos localmente,

Zo = Z4(01,02,03) , 24 = 24(51, B2, B3) - (2.92)

A su vez, las relaciones inversas han de existir también y por tanto

O; = Oi(Z1,Z2,Z3) , Bi = Bi(21, 22, 23) - (2.93)
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En funcién de estos cambios de coordenadas
P(01,09,03) = p(Z1(01,02,03), Z2(01,02,03), Z1(01,02,03) . (2.94)

El determinante del gradiente de deformaciones es el determinante de la
matriz con compomentes 0p,/0Z;. Pero se verifica que

Opa 0%, 0p; 0O,
0Z; 0B 00, 0Z;

(2.95)

Como la matriz de componentes d¢,/0Z; es el producto de otras tres, el
determinante de F' serd el producto de los determinantes de las tres matrices

D24 @i . 96,
Jglai = ) , Jo|, . = . 2.96
[ 5] 862 [a@a] [ @]a] aZ] ( )
La matriz Jg es la matriz del cambio de base a las coordenadas espaciales 3

desde la cartesianas. La matriz de compomentes [ ggi] es la correspondien-
te al gradiente de deformaciones en cualquier sistema de coordenadas. Por
ultimo, la matriz de componentes [Jg]q; es la correspondiente al cambio de

coordenadas © en el cuerpo. Asi pues, concluimos que

034
o 9Bi 8951
detF_)a?j ’8(% . (2.97)
00,

En el caso de coordenadas cilindricas, J,g9, = r; para coordenadas esféricas,
Jrop = r2 sin ¢.

La razoén dltima por la que el determinante del gradiente de funciones
no es simplemente el determinante de su matriz de componentes, cualquiera
que sea su sistema de coordenadas, es que al cambiar las coordenadas no sélo
estamos cambiando la base en la que se expresa el tensor, sino que también
se modifica el significado de cada componente.
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Resumen de féormulas importantes

r

Gradiente de deformacién

Descomposicion polar

Deformacién de Cauchy-Green (derecho)
Deformacién de Finger (izquierdo)

Deformacién de Green-Lagrange

Transformacién de longitud
Transformacién de area
Transformacién de volumen
Derivada material
Velocidad material
Aceleracién material
Velocidad espacial
Aceleracién espacial

Tasa de deformacién

F =Vxop
F=RU=VR
C=F'F
b= FFT
E=3(C-1I)
de = F dX
n da = adj(F)N dA
dv=JdV
D= %L Vv
V:%%
A=LV
v=Vop;!

— -1 _ Dv

d=1(Vov+ V" v)




Capitulo 2. Cinematica de medios continuos 67

Problemas

Problema 2.1. Sean V' y v un campo vectorial en la configuracion de refe-
rencia y otro en la configuracion deformada, respectivemente, que satisfacen
V = v o . Demostrar la relacién

Vx -V =tr[F (Vgvoy)].

Problema 2.2. En un cierto instante, la deformacién de un medio continuo
viene definida por:

T = (,Dl(X) :Xl —an y
xTo = QOQ(X) :X2 —an y
z3 =@3(X)=—aX1+aXo+ X3,

siendo X1, Xo, X3 un sistema de coordenadas cartesianas en el cuerpo, x1, T3, 3
otro en el espacio y o una constante. Se pide:

a) Obtener el tensor gradiente de deformacién F'(X) y justificar que se
trata de una deformacién homogénea.

b) Calcular el vector deformado de E;, siendo {E;} la base cartesiana
del cuerpo.

c¢) Hallar el tensor derecho de Cauchy-Green C(X).
d) Calcular los alargamientos de los vectores E1, Ey y Es.
e) Obtener el tensor de Green-Lagrange F(X) para la deformacién .

Problema 2.3. Un medio continuo experimenta una deformacion definida
por la funcién ¢ : B.cy — R3 cuyas componentes en una base cartesiana del
espacio son

p1(X) = X7+ Xy,

p2(X) =sin Xy |

(103(X ) = X3,

en funcién de las coordenadas cartesianas X;,7 = 1,2, 3 del cuerpo. Se pide:

a) Calcular la expresién del gradiente de deformaciéon F(X) y del tensor
de Cauchy-Green C(X).

b) Calcular los alargamientos principlales en el punto Z = (1,0, 3), asi
como las direcciones principales.

¢) Un vector diferencial d X tiene su origen en Z y direccién (1/v/2,1/4/2,0).
;,Cudl es su alargamiento por unidad de longitud al deformarse?
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d) De todos los vectores diferenciales con origen en el punto Z, ;Cudl de
ellos experimenta un mayor alargamiento unitario? ; Cuanto vale dicho
alargamiento?

e) (Cudl es el incremento de volumen que sufre al deformarse un parale-
lepipedo infinitesimal situado en el punto Z7

Problema 2.4. Una barra deformable, recta y de seccién uniforme se en-
cuentra sujeta en un extremo. Para estudiar la deformacién de la barra se
supone que el extremo fijo coincide con el origen de un sistema de coorde-
nadas cartesiano y que la barra se encuentra situada en la direccion del eje
de coordenadas definido por el primer vector de la base coordenada, e1. La
longitud la barra en el instante inicial se supone conocida y de valor L,. Al
aplicar una fuerza en la direccion de e; sobre el extremo libre de la barra
ésta se deforma, permaneciendo sobre el eje coordenado, y su longitud en
un instante cualquiera ¢t > 0 se denomina L;. Si denominamos X € [0, Ly| a
los particulas de la barra en la configuracién de referencia, la deformacion
se puede escribir como:

r=p(X,t)=X-(1+ct),

siendo ¢ una constante. De esta manera, la longitud L; de la barra en el
instante ¢ se puede hallar como ¢(L,,t) = Lo(1 + ct), puesto que coincide
con la posicion de la particula X = L, en el instante ¢t. Para ¢ = 1, se pide:

a) Calcular el gradiente de deformaciones F' expresado como una funcién
del tiempo y también expresado como una funcién de la longitud actual
Ly (y otras cantidades conocidas).

b) Razonar si la deformacién de la barra es homogénea.

¢) Calcular el tensor de Cauchy-Green C, igual que antes expresado como
una funcién del tiempo y también expresado como una funcién de la
longitud actual L.

d) Calcular el tensor de Green-Lagrange, también expresado como una
funcién del tiempo y como una funcion de la longitud actual L.

e) Dibujar un grafico de Fi1,C11 y E1; en funcién de L/ L,.

Problema 2.5. Un cubo de lado L tiene, en la configuracién de referencia,
sus ejes paralelos a un sistema de coordenadas cartesiano (X7, X2, X3) y su
centro en el centro del sistema. Sobre la cara X3 = L/2 tiene dibujado un
circulo de radio R = L/2. El cubo sufre una deformacién que transforma
puntos X en la configuracion de referencia en puntos x en espacio fisico
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definido cuyas coordenadas cartesianas son

r1 = X1 + aXo,
T2 = /8X27
xr3 = X3.

Determinar

a) La expresion del gradiente de deformacién y el tensor derecho de
Cauchy-Green en cualquier punto del cubo,

b) La integral que sirve para calcular la longitud del borde del circulo en
la configuracién deformada,

c¢) El area del circulo en la configuracién deformada.

Problema 2.6. Considerar un cuerpo sometido a una deformacién ¢ cuya
expresion analitica en coordenadas cartesianas del cuerpo (X1, X9, X3) y del
espacio (z1,z2,23) €s

(w1, @2, 23) = (X1, X, X3) = (Xz /T, = X1 (1 + t/T), X3),

donde 7" es una constante con dimensiones de tiempo.
Para esta deformacién,

a) Calcular el gradiente de deformacién F'. Explicar si la deformacién es
homogénea.

Calcular C| el tensor derecho de deformacién de Cauchy-Green.
Calcular la velocidad material y la velocidad espacial.
Calcular la aceleracion espacial de dos formas diferentes.

Calcular el alargamiento A en el punto (X7, X2, X3) = (1,1,0), en el
instante t = 2, segun la direccién del vector E; de la base cartesiana.

Problema 2.7. El teorema de Cayley-Hamilton establece que todo tensor
satisface su propio polinomio caracteristico. Por ejemplo, el tensor derecho
de alargamiento U verifica

—U+LU?>-LU+LI=0,

siendo Iy, Io e I3 sus tres invariantes. Usando este resultado demostrar que
dado un tensor simétrico definido positivo C' su raiz cuadrada U = VC
se puede calcular sin necesidad de calcular su descomposicién espectral me-
diante la relacion

1 2 2
= I, -1 —nLI3I).
U 13_1112(0 +(2 1)C 113 )
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Problema 2.8. Sea X un punto cualquiera en la configuracion de referencia
de un cuerpo deformable y & = ¢(X). Sobre el punto X se define un vector
unitario 7,.; y sobre el punto @ otro vector n, también de médulo unidad.

El tensor derecho de Cauchy-Green C(X) se usa para calcular el alar-
gamiento unitario en direccién de 7,.; pues tomando un vector diferencial
en direccién de 7,y y médulo dS éste se transforma en otro de médulo ds
y calculamos

ds
)‘(X;Tlref) = E = \/nref ’ C(X)nrefv

Demostrar que el alargamiento unitario que ha sufrido un vector diferencial
de longitud ds en direccién de 1 se puede calcular como

ds 1
)\ = —
(w7n) dS ’]’]C(x)’r’ )

siendo c el tensor de deformacién de Cauchy definido por la relacién ¢=! =
B=FFTop

Problema 2.9. Un cilindro de radio R y altura H tiene un sistema carte-
siano de coordenadas colocado en el centro de su base, con el eje Z orientado
segun el eje del cilindro.

Sea 0 : [0,T] — R una funcién conocida, diferenciable y tal que 6(0) = 0
y supongamos que el cuerpo sufre una deformacién ¢ que en coordenadas
cartesianas del espacio se puede escribir como

0, (X,Y, Z) = (cos(A(t)) X —sin(6(t))Y, sin(0(t)) X +cos(8(t))Y, 1+6%(t)Z) .

s Calcular el tensor de deformaciéon F' y su descomposicién polar F' =
RU. ;Qué se puede interpretar a partir del los valores de Ry U?

s Calcular la velocidad material y espacial.

= Calcular la aceleracién material. Ademds, calcular la aceleracién espa-
cial de dos maneras diferentes.

= Sif(t) = 7t, calcula la aceleracién material de la particula (X,Y, Z) =
(R,0, H) en el instante t = 1 y la aceleracién espacial en la misma po-
siciéon que ocupa dicha particula en el espacio. Comprueba que ambos
resultados son iguales.

Problema 2.10. En un cuerpo que experimenta un movimiento ¢, se escoge
una particula X € B,.y y un vector unitario IN. Durante el movimiento
dicho vector se transforma en n(x,t) = F(X,t) cuya direccién y tamano,
en general, cambian con el tiempo. Demostrar que la tasa de la longitud

N =/N.-C(X,t)N
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verifica

;)\2 =2n(x,t) - d(x,t)n(x,t)

donde now, = FN.

Problema 2.11. Un bloque deformable tiene una configuracién de referen-
cia definida por sus tres coordenadas cartesianas

by by bz Lz
X €(0,¢ Ye(———,— Ze(—=,—=).
€(7X>7 G( 272)7 6( 272)
Dicho cuerpo experimental un movimiento ¢, cuyas componentes cilindricas
(r,0,2) son

Pr(X,Y, Z,t) = Qa(t)X)'V?, 0p(X,Y, Z,t) = B)Y,  0.(X,Y,Z,t)

siendo « y /3 dos funciones diferenciables tales que «(t)5(t) # 0.

a) Calcular el gradiente de deformaciones en cualquier instante del mo-
vimiento y expresarlo en funcién de diadicas de los vectores de la
base cartesiana en la configuracién de referencia {I,J, K} y la base
cilindrica en el espacio {e,, eg,e.}.

b) Calcular la longitud de la recta que en la configuracién de referencia
tiene coordenadas (X,0,0) con X € (0,¢x).

¢) Encontrar la deformacién inversa ; *.

d) Calcular las velocidades material y espacial del movimiento.

Problema 2.12. Se desea estudiar un sélido homogéneo, infinito e incom-
presible. El sélido tiene hueco esferico en el origen de coordenadas y el radio
de dicho hueco en la configuracién de referencia es H. El cuerpo se expande
de forma simétrica de tal manera que radio del hueco toma valores h(t) con
h(0) = H.

= Encontrar la expresién de la deformacién del cuerpo para todo punto
e instante.

= Encontrar la velocidad y la aceleracion, tanto en su expresién material
como espacial.

Problema 2.13. Un sdélido cilindrico tiene altura H y radio R. El sélido
sufre una deformcién que lo retuerce dos vueltas completas. Al hacerlo, el
cilindro se estira hasta una longitud h = aH, con « > 1, mientras que su
radio se acorta hasta que éste se reduce a un valor r = SR, con § < 1.
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a) Postula una deformacién que depende del tiempo. En el instante ¢t = 0
la deformacién coincide con la aplicacion identidad y en el instante
t =T, con la deformacién total descrita anteriormente.

b) Calcula la longitud en el instante final de una recta que en la confi-
guracion de referencia esta sobre la superficie y es paralela al eje del
cilindro.

¢) Calcula el volumen del cilindro en todo instante.

d) Calcula el campo de velocidad y aceleracién material en todo instante.

Problema 2.14. Considérese un cilindro deformable de radio a y altura h.
Para estudiar la deformacién de dicho cilindro se define un sistema cartesiano
de coordenadas en el centro de la base del mismo, con el eje x3 coincidiendo
con la generatriz del cilindro. Si el cilindro sufre una deformacién que lo
retuerce un angulo « en un tiempo 7',

= Escribe la expresién de la deformacion del cilindro empleando coorde-
nadas cartesianas, sabiendo que el material del cilindro es incompresi-

ble.

s Calcula el gradiente de deformacién y el tensor derecho de Cauchy-
Green.

= Calcula la velocidad y la aceleracion de todos los puntos del cilindro.

= Si el material es neohookeano, calcula el segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff en todos los puntos e instantes.
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Capitulo 3

Fuerzas sobre un medio
continuo

En este capitulo estudiamos el tipo de fuerzas que actian sobre un cuerpo
continuo y describimos sus caracteristicas de la manera més general posi-
ble. Para ello se presenta el concepto de tensidn mecanica, un término
fundamental para el estudio de la mecdnica de sélidos y fluidos y que es
consecuencia directa de la naturaleza continua de dichos cuerpos. Si bien
es posible presentar dicho concepto de un manera mas o menos intutiva, su
definicién rigurosa requiere un tratamiento formal mas alld de los contenidos

de este libro ([2],[1]).

3.1. Fuerzas exteriores e interiores

Como la mecédnica trata de las fuerzas y su efecto sobre los cuerpos, el
primer paso para describir la respuesta de un medio continuo consiste en
describir qué fuerzas se pueden aplicar sobre este, y cudles no.

En el caso de la particula, las tnicas fuerzas que se admiten son las
fuerzas puntuales. En el modelo del sélido rigido, ademds de las primeras,
se admiten momentos concentrados. En un medio continuo, sin embargo, no
se admite ninguna de las dos anteriores y se permiten dos nuevos tipos de
fuerzas llamadas fuerzas volumétricas y fuerzas de superficie.

Las fuerzas volumétricas son las que actian sobre cada punto del
interior del cuerpo y son proporcionales al volumen. Mateméticamente, este
tipo de fuerzas, que se indican como f, estdn definidas como un campo
vectorial sobre la configuracién deformada y pueden depender, en general,
del tiempo asi pues

f:B x[0,T] = R3. (3.1)

Las fuerzas volumétricas, por tanto, tienen dimensiones de fuerzas sobre
volumen.

73
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Las fuerzas de superficie, también llamadas fuerzas de contacto, son
fuerzas aplicadas sobre el cuerpo a través de su contorno 9B;. Matematica-
mente se expresan como un campo vectorial, que también puede depender
del tiempo, de la forma

t:0B; x[0,T] = R>. (3.2)

En mecénica, se denomina tension a la fuerza aplicada sobre la unidad de
area. A diferencia de la presion, la tension tiene direccién y sentido. En
ambos casos, su dimensién es de fuerza sobre superficie.

Un medio continuo sometido a fuerzas externas las transmite por su
interior por lo que cualquier parte del mismo ha de sufrir también fuerzas
a través de la superficie que la separa del resto del medio. Estas fuerzas
internas no se pueden medir, puesto que para hacerlo habria que romper el
cuerpo, pero su existencia se deduce logicamente por el efecto de transmision.
De hecho, entre dos partes cualesquiera de un cuerpo en su configuracion
deformada, en principio, podrian intervenir fuerzas volumétricas, pero estas
son tan pequenas en la naturaleza que se desprecian en todos los modelos.

Las fuerzas superficiales que se transmiten entre dos partes pueden ser
muy grandes y reciben en nombre de tensiones y dependen, en general,
del punto del sélido que se investigue y de la superficie que separe las partes
consideradas.

Figura 3.1: El vector tensiéon en un punto del interior de un cuerpo y la
descomposicién en sus componentes normal y tangencial.

Para estudiar este campo vectorial, supongamos que el cuerpo en su
configuracién deformada B; se divide en dos partes P;” y P;, y llamamos
S; a la superficie que las separa. Entonces, en cada punto x € S; habra una
tensién t = t(x, S, t).

La dependencia del campo t sobre la superficie S; complica enormemen-
te su tratamiento matematico. Fue Cauchy, en su trabajo sobre elasticidad,
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quien postulé que el campo de tensiones en el interior de un cuerpo defor-
mable sélo pueden depender localmente de dicha superficie, es decir, de su
normal en dicho punto. El principio de Cauchy establece por tanto que
la tensiéon que aparece al separar el cuerpo mediante la superfice S; es un
campo vectorial de la forma

t=t(x,n,t) (3.3)

siendo n la normal a &; en . No hace muchos anos se demostré que esta
hipétesis no es necesaria, sino que se puede demostrar que asi ocurre siempre,
y este resultado se conoce como el teorema de Noll, su descubridor.

El vector t es la fuerza por unidad de superficie en la configuracién de-
formada y también se conoce como el vector de tension de Cauchy o
vector de tension verdadera. Si en lugar de emplear una tensién como
fuerza por unidad de superficie en la configuracién deformada se define una
fuerza por unidad de superficie de referencia, esto define una nueva tension
T que se conoce como el vector de tensién de Piola-Kirchhoff, o vec-
tor de tension nominal. Empleando la notacién del capitulo 2 para los
diferenciales de superficie en las dos configuraciones, se verifica que

tda=T dA. (3.4)

La versiéon material del principio de Cauchy establece que existe un cam-

po vectorial T tal que
T=T(X,N,t), (3.5)

siendo X = ¢, '(z) y el vector N, la normal a S,.; en X que verifica
adj(F)N dA = nda.

3.2. El tensor de tensiones

Dado un cuerpo deformable sometido a fuerzas, se deduce que debe de
existir un campo vectorial de tensiones t que actia sobre dos partes cuales-
quiera en las que se puede separar dicho cuerpo. Por el postulado de Cauchy
se introduce una funcién ¢(z, n,t) que depende de tres argumentos, a saber,
el punto, un vector unitario y el tiempo. El siguiente teorema, demostrado
por el mismo Cauchy, explica que esta dependencia funcional es més sencilla
de lo que inicialmente se supone.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Cauchy). En un medio continuo deformable
existe un unico campo tensorial o : By x [0, T] — R3*3 que verifica

t(x,n,t) =o(x,t)n . (3.6)

El tensor o se conoce como el tensor de tensiones de Cauchy o verda-
deras. Mds ain, también existe otro campo tensorial P : B..y x [0,T] —
R3%3 tal que

T(X,N,t)=P(X,t)N (3.7)
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siendo IN el vector normal a la superfice S,er en el punto X = go;l(m).
El tensor P, que es de dos puntos, se conoce como el primer tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff 0 nominales.

Demostracion. La demostracién del teorema de Cauchy emplea los argu-
mentos propuestos por el mismo Cauchy, usando el llamado “tetrahedro de
Cauchy”. Para esta demostracion ignoramos la dependencia temporal de las
tensiones, simplificando la notacién.

Sea un tetraedro diferencial recto centrado en el punto & € By, con uno
de sus vértices coincidente con el centro de un sistema de coordenadas de
base B = {e1, ez, e3}. La cara opuesta al origen del sistema de coordenadas
tiene superficie da y normal n = nje; + ngoes + nges. Las otras tres caras
tienen superficies

da; = ny da , das =n9 da , dag =ng da . (3.8)

Llamando t a la tensién sobre la cara mayor y 1, to, t3 a las tensiones sobre
las otras tres caras se tiene que

t=t(x,n), t;=tx,—e1), to=t(x,—e), t3=1t(x,—e3), (3.9)
y por tanto el equilibrio de fuerzas se expresa como:

t(x,n) da + t(x, —e1)ny da + t(x, —ez)ny da + t(x, —e3)ns da

+f(x)dv=0.
(3.10)
Como las fuerzas volumétricas multiplican a un infinitésimo de orden supe-
rior, éstas se pueden despreciar en la suma anterior. Para continuar, toma-
mos el limite en la ecuacion anterior cuando n — e; para obtener

t(z,e)) = —t(x,—ey) . (3.11)

Como este resultado es véalido para cualquier base y vector e; se concluye
que
t(x,n) =—t(x,—m), (3.12)

resultado conocido como el corolario de Cauchy. Utilizando este resultado
en la ecuacién (3.10) obtenemos

t(z,n) = t(x,e)n; + t(x, ex)ns + t(x, e3)ns . (3.13)

Esta relaciéon expresa que la dependencia del vector ¢ en la normal n es
lineal y por lo tanto existe un tensor que denominamos o tal que

t(x,n) =o(x)n , (3.14)
y cuya expresion, a partir de la relacién (3.13), ha de ser

o(x) =t(x,e)) @e +t(x,e) @ ey +t(x,e3)Des . (3.15)
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Si la normal n coincide con una normal a la superfice exterior del cuerpo
también se puede concluir que las fuerzas de superfice estdn relacionadas
con el tensor de Cauchy a través de la expresion

tx)=0c(x)n . (3.16)

Para demostrar la existencia del primer tensor de Piola-Kirchhoff, basta
con recordar la definicién de la tensién nominal y emplear la primera parte
de este teorema. Usando ambos resultados, y eliminando las dependencias
funcionales por simplicidad, se sigue que:

TdA=tda=onda=0cJF TN dA,
por lo que se satisface la relacién (3.7) si el tensor de Piola-Kirchhoff es

P=JoF T.
O

El tensor de tensiéon nominal parece un objeto extrano. Sin embargo, es
muy util para mecdnica de sélidos donde la configuraciéon de referencia se
conoce y la deformada es una incégnita.

3.2.1. Interpretacion fisica de las componentes del tensor de
tensiones

Cada una de las componentes de o en una base tiene un significado
especial y en reciben nombres que hacen referencia a su direcciéon, como
veremos a continuacién. Si escogemos una base cualquiera B = {ej, e2, e3},
el vector tensién en un punto @ € B; que actia sobre una superfice de
normal e; que pasa por dicho punto es t; = oe;. La tension normal a esta
superficie es por tanto

O3 — €5 tz‘ —€;-o¢e; (317)

(no hay una suma en los subindices repetidos) y las tensiones tangencia-
les o cortantes a esta superficie son pues

o =e€;-0oe; coniFj. (3.18)

En general, la componente o;; es el valor de la tensiéon que acttia sobre una
superficie de normal e;, en direccién e;, y cuando ¢ # j, a veces se emplea
la notacién 7;; = 0;; para las tensiones tangenciales.

Para un plano cualquiera de normal n, no necesariamente un plano coor-
denado, el vector tensién puede descomponerse en una componente normal
y otra tangencial. La primera tiene una proyeccién sobre n que es

Op:=Mn-0on. (3.19)
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La componente sobre el plano de normal n, es decir la componente tangen-

cial, tiene por moédulo
|7 = I[t]? =02 . (3.20)

Estos dos escalares se conocen como las componentes intrinsecas de la
tension sobre el plano de normal n y se llaman asi pues no dependen del
sistema de coordenadas en el que se exprese la tensién y la normal.

3.2.2. Descomposicién del tensor de tensiones

Como todo tensor de segundo orden, el tensor o puede descomponerse
en una parte esférica y otra desviadora. Si definimos la presién en un punto
como la funcién

b= —étr(a), (3.21)

entonces podemos escribir
o= —pl + s, (3.22)

siendo s la parte desviadora de la tensién. La presién p es la fuerza normal
por unidad de drea media que se ejerce sobre las seis caras de un cubo
infinitesimal y por tanto coincide con el concepto fisico de presién.

3.3. Tensiones principales

En el capitulo 4 se demostrara que el tensor de tensiones de Cauchy es
simétrico. Tomando este dato como bueno, podemos emplear los resultados
de la seccién 1.4.2 y asegurar que o tiene tres autovalores reales oy > o >
omr 'y tres autovectores asociados wy, wy,wy —llamados las direcciones
principales de tensién— que forman una base ortonormal en la que la tension
se diagonaliza.

Las tensiones principales satisfacen la propiedad

o =maxn-on > minn-on = ogy , (3.23)
n n

es decir que sobre los planos de normal w; y wy actian las tensiones

con la maxima y minima componente normal, respectivamente. Pero es que

ademads, para cualqueir pareja de direcciones principales de tensién distintas

(o # ) se cumple que
Taﬁzwa-o"wgz’wa-o‘ﬁ’w/gzo. (3.24)

En otras palabras, en un estado de tensién arbitrario no hay tensiones tan-
genciales sobre los planos cuyas normales sean direcciones principales de
tensién. Nétese que en la expresion (3.24) no se usa la convencién de indices
repetidos.
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3.4. Estados tensionales sencillos

Identificamos en esta seccion algunos estados tensionales que son rele-
vantes por su sencillez y porque aparecen en algunas estructuras cuando se
ven sometidas a cargas también sencillas.

En primer lugar, como en el caso de la deformacion, definimos un estado
de tension homogénea como aquel en el que el tensor de tensiones de
Cauchy no depende del punto en la configuraciéon deformada.

El estado tensional més simple es el de tensiéon o compresion pura.
En ellos, el tensor de tensién de Cauchy tiene por expresion

oc=an®n, (3.25)

siendo m un vector unitario cualquiera. Si o > 0 se dice que el punto estd
sometido a traccién y si @ < 0, a compresion. En este estado, la direcciéon
n es una direccién principal de tensién asociada a la tensién principal a.
Cualquier vector perpendicula a n es una direccién principal asociada a la
tension principal cero. Como hay un autovalor repetido dos veces se dice que
el estado tensional es cilindrico.

Un punto se encuentra sometido a un estado de tension hidrostdtica
si el tensor de Cauchy es de la forma

o=-pl. (3.26)

El escalar p es la presion y cualquier direccién del espacio es una direccion
principal asi que el estado se llama esférico. La presion puede ser positiva o
negativa.

Por 1ltimo, un punto se encuentra en un estado de cortante puro si el
tensor de tensiones es de la forma

c=TmM@m+mQen), (3.27)

siendo m,n dos vectores unitarios ortogonales entre si. Las tensiones prin-
cipales de este estado tensional son oy =7, 00 =0y oy = —7.

3.5. Otros tensores de tension

En el capitulo 2 se vio que existen infinitos tensores de deformacién y que
todos ellos coinciden con el tensor de deformaciones infinitesimales cuando
la deformaciéon es muy pequena. En este capitulo se han presentado dos
tensores de tension, el de Cauchy y el primero de Piola-Kirchhoff. Pues bien,
también en este caso existen infinitos tensores de tension que se emplean
segun la conveniencia del modelo y la deformacién que se use.

Como se demostrarda més adelante, el primer tensor de Piola-Kirchhoff
no es simétrico y se define el segundo tensor de Piola-Kirchhoff como

S:=F'P=JF 'oF T, (3.28)
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que es simétrico al serlo también o.
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Resumen de féormulas importantes

7

Teorema de Cauchy

Primer tensor de tensiéon de Piola-Kirchhoff
Segundo tensor de tension de Piola-Kirchhoff
Componente normal de la tensién

Componente tangencial de la tensién

t(x,n) =o(x)n
T(X,N)=P(X)N
P=JoF "
S=F'P
op=t-n=n-on

7| = VIt - oF
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Problemas

Problema 3.1. Un cilindro de seccién A y longitud L esté fabricado de un
material incompresible. En su configuracién de referencia estd alineado con
el eje Z de un sistema de coordenadas cartesiano colocado en el centro de
una de sus caras planas y todos sus puntos tienen coordenada Z no negativa.

Sobre la cara plana mas alejada del plano XY se aplican unas tensiones
normales t = o k de tal manera que el cilindro se deforma alargdndose y en su
configuracién deformada también tiene forma cilindica, ahora de longitud /.
La superficie lateral del cilindro estd en todo momento libre de tensiones.
Se pide:

a) Encontrar una expresién para el campo de deformacién ¢ y calcular
a partir de esta el gradiente de deformacién (nota: usar coordenadas
cilindricas)

b) Plantear una expresién plausible del tensor de tensiones de Cauchy de
tal manera que se satisfagan las condiciones de contorno de tensién en
todas las caras del cilindro deformado.

¢) Encontrar la expresién de los tensores de Piola-Kirchhoff.

d) Deducir la expresién vectorial de la tensién de Kirchhoff en todo el
contorno del cilindro.

Problema 3.2. Un cilindro de tiene su eje alineado con la direccién e; y
estd sometido a un estado tensional o(x) = Te; ® e1. En la configuracién
deformada el cilindro tiene longitud L y sus puntos tienen coordenada 0 <
T S L.

a) Encontrar la fuerza de superficie que se ejerce sobre la cara 1 = L
con normal n = e; y sobre la cara 1 = 0 y normal n = —e;.

b) Comprobar que no existen fuerzas de superficie sobre la cara lateral.

c¢) Calcular el vector tensién en una superficie interna de normal n =
(e1 + e3)/v/2. Encontrar la componente normal y tangencial de este
vector de tensiones.

Problema 3.3. La norma de la parte desviadora del tensor de tensién
de Cauchy o juega un papel muy importante en mecénica de sélidos, en
particular en modelos inelasticos. Llamando a dicha componente desviadora
s, demostrar que el invariante J(s) = 3||s||*> se puede escribir como

Jo(8) = = ((o1 — ou)* + (on — om)* + (om — 01)?) .

=
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om

on

or
Figura 3.2: Figura del problema 3.3.

Considerar ahora las tensiones sobre un plano octaédrico del espacio de
tensiones principales (ver figura 3.2), es decir, de normal

=tx-v;+ vyt -vp.
n 31}1 3017 3'0117

Demostrar que la componente normal y tangencial de la tensién sobre cual-
quiera de esos planos son

Problema 3.4. Un bloque deformable tiene una configuracién de referencia
definida por sus tres coordenadas cartesianas

e

X € (A,B), Y e( 55

26(77 7)5

con B > A > 0. Dicho cuerpo experimental un movimiento ¢, cuyas com-
ponentes cilindricas (r, 6, z) son

@T(X’sz)t>:(2a(t)X)1/27 ng(X,Y,Z,t):B(t)Y, SDZ(X’KZ’t)

siendo « y /8 dos funciones diferenciables tales que «(t)5(t) # 0.

a) Representa graficamente la deformacién.

b) Sobre las caras § = +0 (t)%’ actian tensiones que tienen por expresién
t(x,t) =o(t)(r— AJ“TB) ep. Calcular la fuerza y el momento resultante
de dicha distribuciéon de tensiones en cada una de estas dos caras.
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¢) Sabiendo que el resto de las caras del bloque estén libres de tensiones,
comprueba que el tensor o(x,t) = t(x,t) ® ey cumple las condiciones
de contorno de tensién de todo el cuerpo.

d) Encuentra la expresién del primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
y dibuja el campo de vectores materiales de tension.

Problema 3.5. Sea T un campo de tensores definido en @ C R3? que
verifica V- T =0en Q y Tn =t en el contorno 9€2. Demostrar, empleando
el teorema de Gauss, que el valor medio del campo tensorial

_ 1
(T) = |Q|/QTdV

también se puede calcular como

1
(T) = — t@xdA .
9] Jog

(Ayuda: usar el teorema de Gauss para el tensor S = T'(x - a), siendo @ un
vector constante y @ el vector de posicién del punto.
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Capitulo 4

Leyes de balance y
conservacion

Los cuerpos continuos, sin excepcion, se comportan verificando ciertas
leyes de balance o conservacién que estan dictadas por la termodinamica
o la fisica en general y que la Mecanica de Medios Continuos se limita a
recoger y expresar con un lenguaje matematico. Estos principios, por tanto,
no son demostrables.

El objetivo de este capitulo es tomar las leyes fundamentales de la ter-
momecédnica y expresarlas de manera precisa utilizando el lenguaje de la
Mecanica de Medios Continuos. Manipulando estas expresiones sera posible
formularlas de manera integral o diferencial y, en cualquier caso, tanto de
forma espacial como material. Esta dltima distincién no se puede valorar
todavia, pero sera fundamental para el estudio de los sélidos y los fluidos en
capitulos posteriores.

Es importante subrayar la importancia de la termodinamica para los
postulados de este capitulo [1]. Un estudio més profundo de la Mecanica
de Medios Continuos requeriria dedicar més espacio a su analisis detallado
(2, 3].

4.1. Curvas, superficies y volimenes materiales

En general, las leyes de balance expresan cémo cambia el valor de alguna
cantidad fisica definida sobre un conjunto de puntos del cuerpo o del espacio.
Para poder enunciar cualquiera de estas leyes es necesario, por tanto, recor-
dar la forma en la que se calculan las derivadas temporales de cantidades
integrales definidas sobre este tipo de conjuntos.

Consideremos el movimiento ¢, : Brey — R3 de un cuerpo continuo y
C(a) una curva [a1,as] 3 a — Byr. Una curva material c; es el lugar
geométrico del espacio ocupado por la curva C' en cada instante de tiempo,

85
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®

/
I\ AN

Figura 4.1: Una superficie material se deforma acompanando al resto del
cuerpo.

es decir,
(@) = ¢ (Cla)) = (¢, 0 C)(a) - (4.1)
De manera andloga, si se considera ahora una superficie en el cuerpo
X =S(a,B) con « € [ay,a2] y B € [b1,be], una superficie material es el
lugar geométrico del espacio ocupado por dicha superficie en cada instante
de tiempo al ser arrastrada por el movimiento, es decir

si(a, B) = ¢(S(a, B)) = (¢; 0 S) (e, B) - (4.2)

Por ultimo, un volumen material es la regién del espacio ocupada por las
particulas que forman una regién del cuerpo B,.; cuando estas se arrastran
por el movimiento. Es decir, dada una regién P C B,..r, un volumen material
es la regién del espacio

pe=p(P) . (4.3)

En este capitulo serd necesario evaluar integrales en curvas, superficies

o volumenes materiales. Es a menudo 1til en estos casos realizar un cambio

de variable para expresar dichas integrales en el dominio de referencia. Por

ejemplo, si ¢ : S x [0,7] — R es un campo escalar definido en el espacio,
una integral de curva se puede expresar como

L(#) :/ p(@,1) ds:/C@D(SDt(X)vt) (C'(a) - C(X,5)C" (@) da .
(4.4)

Empleando el mismo razonamiento, una integral sobre una superficie ma-
terial de un campo vectorial v : S x [0,T] — R3 se puede escribir de dos
maneras

Ig(t):/ v, 1) - n(z) da:/sv(cpt(X),t)-adj(F(X,t))N(X) dA .
(4.5)
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Por 1ltimo, la integral sobre una regién o volumen material también se puede
escribir de dos formas:

Ly(t) = ¢@t@—/¢% D IX DAV . (46)

Pt

4.1.1. Derivadas de integrales sobre conjuntos materiales

En varias ocasiones, durante el transcurso de este capitulo, serd nece-
sario calcular la derivada de cantidades integrales definidas sobre conjuntos
materiales. Por ejemplo, sea I una cantidad definida a través de una integral
sobre un volumen material

P(x,t) dv, (4.7)

Pt

donde P; = @;(Pref) v ¥(x,t) es una funcién escalar cualquiera definida
sobre puntos del espacio. Si se desea calcular la derivada temporal de I,
habra que tener en cuenta que no sélo el integrando, sino también el dominio
de integracién, dependen del tiempo. Para realizar esta derivada basta con
realizar un cambio de variable en el dominio de integracién, expresandolo
en un dominio de integracién fijo, tomar las derivadas necesarias y deshacer
el cambio de variable. El procedimiento, de forma detallada, es el siguiente:

. d
I = T z/J(ac t) dv

-2 b, t) du

ref
/ Wp(X,1),1) J(X, 1) AV
ref
_/ (S up(X,1),0) J(X,1) + (X, 1),1) J(X, 1)) AV
P,

- /P (L (X 8),0) T(X, 1) + (X £),8) T(X, 1) (Vv 0 0) (X, 1)) AV
ref

(4.8)

Se ha empleado que la derivada temporal del jacobiano es J = J (Vgy-vop,).

Esta forma de calcular derivadas de cantidades materiales es valida tam-
bién, con las modificaciones pertinentes, para derivar cantidades integrales
sobre curvas y superficies materiales. La idea, como en el caso desarrollado,
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consiste siempre en transformar el dominio de integracién en un dominio
fijo en el espacio de referencia y que permita derivar sin problema dentro de
la integral. Una vez realizadas estas derivadas, el cambio de variable ha de
deshacerse.

4.1.2. Teorema del transporte de Reynolds

La derivada temporal de una cantidad integral I definida sobre un vo-
lumen material P; = ¢;(Pres) se ha calculado en la expresién (4.8). Esta
cantidad admite una expresién alternativa que es objeto del siguiente teore-
ma:

Teorema 4.1.1. Sea ¥(x,t) un campo escalar espacial. Para toda region
material Py = @4 (Pres) con contorno OP; y normal exterior n(x), la deri-
vada de la integral I definida en (4.7) viene dada por

. t
I:/‘&W”)dw+ bz, t) v(z,t)  n(z) da . (4.9)
P Ot oP,
Demostracion. En primer lugar, observamos la relacién elemental:
Dy _

A partir del desarrollo (4.8) y empleando el teorema de la divergencia se
obtiene:

I= /Pt(gtw(w t) + Yz, t) Vpv(x,t)) dv

/ (,1) + V- (tb(, £) v(, 1)) do (4.11)
/w
9

x,t) dv+ /87) U(x, t)v(x,t) - n(x) da.

O]

El teorema de Reynolds indica que el cambio en la integral I tiene dos
componentes: la primera se debe a la variacién temporal de la funcién 1,
ignorando el cambio del dominio sobre el que se integra. La segunda contri-
bucién se debe al flujo saliente de la cantidad v a través de la superficie que
delimita el volumen material P;.

4.2. Curvas, superficies y volimenes de control

Adems4s de los conjuntos tratados en la seccién anterior existe otro tipo
que también son de utilidad en la Mecénica de Medios Continuos, y en la
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teoria de campos en general. Bajo el nombre de conjuntos de control se
hace referencia simplemente a conjuntos fijos en el espacio. Por ejemplo, una
superficie de control podria ser un plano fijo en el espacio. A diferencia de
las superficies materiales, las superficies de control pueden coincidir con la
posicién de particulas del medio continuo que cambian con el tiempo. Si el
medio continuo se estd deformando, es obvio que su interseccién con una
superficie fija (respectivamente, curva o volumen) corresponda a particulas
distintas.

Las superficies y volimenes de control son especialmente ttiles en Mecéni-
ca de Fluidos, donde la posicién en cada instante de las particulas del fluido
suele ser irrelevante. En cambio, la interaccion (de fuerza, calor, trabajo, etc)
con un dominio fijo suele ser de interés. Por ejemplo considérese el flujo de
agua a través de una tuberia. El volumen de control que puede considerarse
es el que queda delimitado por la superficie de la tuberia y dos secciones
transversales. Este dominio es fijo, y puede ser necesario conocer el compor-
tamiento del agua que lo ocupa en un cierto instante. Un instante posterior,
las particulas contenidas en dicha regién habran cambiado, aunque esta siga
igual.

4.2.1. Flujo a través de una superficie de control

Sea 1 un campo escalar que indica la concentracion en un medio continuo
de una cierta cantidad por unidad de volumen. Por ejemplo, la salinidad en
un fluido, la cantidad de contaminante en el mismo, etc. Considérese también
una superficie de control S con normal exterior n(x). Si se desea calcular
el flujo de dicha cantidad a través de la superficie de control éste se puede
calcular integrando los flujos diferenciales

dp=vv-nda. (4.12)

Esta integral es pues

qb_/gdé_/sm‘nda’ (4.13)

y sus unidades son las de la cantidad 1, por unidad de tiempo.

4.3. Balance de masa

La masa de un medio continuo es una cantidad constante, al menos en los
medios que consideramos en este curso. A partir de este postulado podemos
obtener relaciones matematicas que indican cémo se redistribuye la masa en
un cuerpo. Existen varias maneras de expresar este postulado, todas ellas
equivalentes, y en esta seccién se presentan tres de ellas.

Antes de obtener las expresiones mateméticas del principio de con-
servacion de masa definimos el concepto de densidad. Esta cantidad,
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que denominamos p, es la masa especifica de un cuerpo y puede depender del
punto y del instante en el que se calcule. Para definirla, se considera una re-
gién Q(x) que contiene al punto x, de volumen v(x) y con masa m(Q(x),t).
Entonces se define

L mlQ). 1)
plx,t) = v(lw)%O o(z) (4.14)

A partir de la definicién se observa que la densidad p es un campo es-
calar espacial. Repitiendo el mismo argumento en el espacio de referencia
también se puede definir una densidad de referencia p,.; que, en general,
dependerd de la particula X, pero no del tiempo.

4.3.1. Expresién integral de la conservacion de masa

El principio de conservacion de masa se puede expresar matematicamente
indicando que la masa de cualquier volumen material del cuerpo continuo
es la misma en todo instante:

[ om0 av= [ pana (4.15)
Preg Py

siendo, como siempre, P; = @;(Prey).

4.3.2. Expresion diferencial lagrangiana del principio de con-
servacién de masa

La relacién integral (4.15) expresa de forma muy clara el principio de
conservacion de masa pero no muy util a la hora de resolver problemas.
La expresién equivalente que ahora deducimos si que se emplea con mas
facilidad.

A partir de la expresion integral (4.15), y mediante un cambio de variable
de la integral del lado derecho se obtiene la relacién:

| es@0av= [ peXo0ixnaw. (@
Pref Pref

Puesto que las dos integrales son iguales, y dicha igualdad es valida para
cualquier regién P,..r, los integrando han de ser iguales en todo punto, es
decir,

pref = (popy)J . (4.17)

Como todas las cantidades en esta igualdad dependen de las coordenadas
materiales del punto (y del tiempo), se dice que es la expresion lagrangiana
de la conservacién de masa.
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4.3.3. Expresion diferencial euleriana. Ecuacion de continui-
dad

El principio de conservacion de la masa expresa que la masa de una regién
material cualquiera P,y en un medio continuo, calculada mediante (4.15) es
una cantidad fija y por lo tanto su derivada temporal es nula. Si llamamos
m(Prer) ala masa total de dicha regiéon material, mediante la expresion (4.8)
se tiene que

m(Py) = /pt(é)tp(a;,t) + p(x,t) Vp-v(z,t)) dv =0 . (4.18)

Puesto que esta relacién ha de ser valida para cualquier regién material,
el integrando debe de anularse. Se deduce que la expresién diferencial del la
ley de conservacién de masa se puede expresar también como:

%p(:c,t) + p(x, t) Vp-v(zx,t) = 0. (4.19)

Los campos que aparecen en esta ultima expresiéon depende de las coorde-
nadas espaciales « y del tiempo, y por lo tanto es una relaciéon euleriana.
Noétese que la derivada temporal de la densidad que aparece en la expresion
anterior es la derivada temporal material, es decir, cuando la derivada parcial
respecto al tiempo cuando la particula X permanece constante. Mediante
las férmulas estudiadas en el capitulo de cinematica la expresion (4.19) se
puede desarrollar de la siguiente manera:

0= 20 | (e, 1) vl 1) + ol 1) Vervle, 1) (4.20)

o de forma mas compacta:

Ip(x, 1)

o 4 Uy ) v, 1) = 0. (4:21)

Esta 1ltima expresién diferencial se conoce como la ecuacion de conti-
nuidad.

4.3.4. Balance de masa en un volumen de control

Sea P un volumen de control cualquiera, con contorno 9P de normal
exterior n(x). El cambio de la masa total de dicho volumen se puede calcular,
empleando la ecuacién de continuidad y el teorema de la divergencia, de la
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siguiente manera:

i (P) _(ft/Pp(x,t) dv

_/de
P

B ot
= —/ Ve (p(x, t)v(x,t)) do
P

= —/ plx,t)v(x,t) -n(x) da .
op

(4.22)

Esta expresion indica que el cambio de la masa contenida en la regién de
control es debido al flujo saliente de masa.

> Ejemplo 4.3.1. Sea 9(x,t) un campo espacial escalar, vectorial o tenso-
rial y Py una regién material de un cuerpo continuo. Demostrar la siguiente
identidad:

d

dt Jp,

D
) plw0 do= [ ple) Do @
P, Dt
Para demostrar la identidad basta con emplear el mismo proceso que en la

seccién 4.1, transformando la integral a un dominio fijo:

S sy d= " [ (X000 (e(X.0.0(X.5) av
Py P

ref
d
= & pTef(X) '(p(SD(X?t)vt) dv
Pref

— [ b0 SuteXt).0) av
Prey

/Pt p(x,t) %(w,t) dov .
(4.24)

4.3.5. Incompresibilidad

Se dice que una deformacién es isocérica cuando el volumen de toda
region material permanece constante durante la misma. Para ello es impres-
cindible que el jacobiano de la deformacién J = det F', que expresa el cambio
de volumen diferencial, sea constante y de valor unidad. Un cuerpo continuo
es tncompresible si tnicamente admite deformaciones isocoricas.

En una deformacién isocérica, la densidad de una particula material no
cambia, es decir,

PO Pt = Pref > (4.25)
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que en forma de tasa se puede escribir como

Dp(

— =0. 4.2
(@ 1) =0 (4.26)

A partir de la expresién lagrangiana del balance de masa (4.17) se deduce
que en una deformacién isocérica J(X,t) = 1. Finalmente, a partir de la
expresién euleriana de la ecuacién del balance de masa (4.19) concluimos
que en este tipo de deformaciones

Vz-v(z,t) =0 (4.27)

> Ejemplo 4.3.2. Demostrar que un flujo cuyo campo de velocidad espacial

es:
3$2 3$1

e; —
2 2 2 2
r] + x5 ] + x5

v(x1, x9,x3,1) = ey, (4.28)

es incompresible.
Basta con calcular la divergencia del campo de velocidades:

6$1$2 6$1$2

V- ,T2,x3,t) = — =0. 4.29
el ) = et Wt gy 20
<

> Ejemplo 4.3.3. Un sélido sufre una deformacion cuya expresiéon es
P(X,t) = (et X1, e ' Xy, ¥ X3) . (4.30)

Demostrar que la deformacién es incompresible.
Si se calcula el gradiente de la deformaciéon F' y su determinante:

et 0 0
[F(X,t)]=|0 et 0], J(X,t)=det F(X,t) =1,
0 0 €

se comprueba que éste iltimo es constante y tiene valor unidad, con lo que
se verifica la incompresibilidad de la deformacién. N

4.4. Balance de cantidad de movimiento

La segunda ley de Newton, que establece la proporcionalidad entre las
fuerzas aplicadas sobre un sistema de particulas y el cambio en su cantidad
de movimiento, es valida también en el contexto de los medios continuos.
Para este tipo de cuerpos se establecen a continuacion las expresiones inte-
grales y diferenciales de dicho principio.
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En primer lugar definimos el concepto de cantidad de movimiento L
de una regién material cualquiera P; = ¢;(Pref) de un cuerpo continuo.
Esta cantidad viene dada por la integral de la cantidad de movimiento de
cada una de las particulas que lo conforman, es decir,

L(P,) ;:/P pesX) VXV = [ p@ v, (@31
ref t

En la expresion anterior se presentan la forma lagrangiana y euleriana de la
cantidad de movimiento de la regién Px.

La regién P, puede estar sometida a fuerzas exteriores de origen
mdsico o de contacto sobre su contorno 0P;. Las fuerzas exteriores apli-
cadas sobre un cuerpo continuo por unidad de masa en la configuraciéon
deformada estédn descritas por el campo vectorial b(x,t). Las fuerzas sobre
el contorno, definidas por unidad de superficie en la configuracién deforma-
da, se indicardn como t(x, ).

Para los desarrollos que siguen definimos el campo de fuerzas por uni-
dad de masa en la configuracion de referencia B y el campo de fuerzas de
superficie por unidad de drea en la configuracién de referencia T' mediante
las expresiones:

B(X,t)=(bop)(X,t), T(X,t)dA=(top)(X,t)da. (4.32)

La resultante de todas las fuerzas que actian sobre la regién material Py
se puede expresar de las dos maneras siguientes:

Feqt(Pr) = /

pes(XOBX V4 [ T(X.0)dA
Pref

OPres (4.33)

:/Pt o, t) b, 1) dv+/ ta,t) da .

0P

4.4.1. Expresion integral del balance de cantidad de movi-
miento

La ley de balance de la cantidad de movimiento establece (no es demos-
trable) la validez de la segunda ley de Newton en sistemas continuos, es
decir, que para toda regién material Py = @, (Pref)

Feui(Py) = L(Py) . (4.34)

Empleando el resultado (4.23) y las definiciones (4.4) y (4.31), obtenemos
la expresion integral del balance de la cantidad de movimiento

pr@f(X)B(X7t) dV—|—/ T(th) dA,
OPrey

/%f pref(X) A(X,t) AV :/

Pref
(4.35)
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en su forma lagrangiana, siendo A(X,t) = V(X,t). De forma similar, la
forma euleriana de esta ley de balance es:

/P)5 p(x,t)a(x,t) dv = /Pt p(x,t)b(x,t) dv +/ t(xz,t)da, (4.36)

0Py

donde laa= Ao, ! = %f es la aceleraciéon espacial.

4.4.2. Expresion diferencial euleriana del balance de canti-
dad de movimiento

De la misma manera que la ley de conservacién de masa, la ley de balance
de la cantidad de movimiento se puede formular para volimenes diferenciales
sin mas que emplear alguna relacién del cédlculo integral de tensores. Para
obtener la expresién euleriana diferencial, recordamos del capitulo 3 que la
fuerza por unidad de superficie que se ejerce sobre una parte cualquiera de
un medio continuo es

t(z,t) =o(x,t)n(x) , (4.37)

siendo o el tensor de tensiones de Cauchy. Empleando esta tltima expresion
y el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de superficie
de las fuerzas externas sobre P en una integral de volumen:

/ t(x,t) da = / o(x,t)n(x) da = Ve-o(x,t) dv . (4.38)
Py oP; Py

Por lo tanto, para cualquier parte material P; del medio continuo, la ex-
presiéon euleriana integral del balance de cantidad de movimiento se puede
expresar como:

/79 (p(x,t)a(x,t) — Vp-o(x,t) — p(x,t)b(x,t)) dv =0 . (4.39)

Como esta ultima expresién se anula para cualquier regién material, el in-
tegrando ha de ser cero y concluimos

Ve-o(z,t) + p(x,t) bz, t) = p(x,t) a(x, t) . (4.40)

4.4.3. Expresiéon diferencial lagrangiana del balance de can-
tidad de movimiento

En numerosas ocasiones, fundamentalmente relacionadas con el trata-
miento y formulacién de problemas relacionados con cuerpos sélidos, resul-
ta practico emplear una formulacién lagrangiana de la ley de balance de
cantidad de movimiento. Esta formulacion, que se presenta a continuacion,
permite expresar la relaciéon de equilibrio en funcién de cantidades, tenso-
riales y vectoriales, que dependen de las coordenadas materiales X € B,y
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y que tienen una interpretacién geométrica relacionada con la configuracién
de referencia del sélido.

Recordemos del capitulo 3 el concepto del primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff, representado con el simbolo P, que verifica

onda= PN dA . (4.41)

Para obtener la expresion diferencial lagrangiana del balance de cantidad de
movimiento transformamos las integrales que aparecen en

/ T(X,t) dA:/ P(X,t)N(X) dA:/ Vx-P(X,t)dV .
OPrey OPrey P,

ref
(4.42)
resultando en

| (0res(X) AK.0) = V- P(X.1) = g (X) BIX.0) 0V = 0. (443
ref

Puesto que la integral se anula para cualquier regién material, el integrando
ha de anularse también y se puede concluir

V- P(X 1) + pres(X) B(X,t) = pres(X) A(X, 1) (4.44)

4.5. Balance de momento cinético

La ley de balance del momento cinético expresa que en un sistema
mecanico el momento respecto de un punto fijo de las fuerzas externas es
igual al cambio del momento cinético del mismo. En esta seccién estudia-
mos las consecuencias de aplicar este principio a la dindmica de los medios
continuos.

En primer lugar escribimos el momento cinético de un medio continuo
como la suma (integral) del momento cinético de cada diferencial de volumen
que lo forma. De esta manera, para cualquier regiéon material P; = @(Prey),

J(P) = / plx,t)x x v(zx,t) dv
Py
(4.45)

:/ prer(X) o(X, 1) x V(X, 1) dV .
Pref

El momento de las fuerzas exteriores sobre la regién Py, que llamaremos
M ..., también se puede expresar de forma euleriana o lagrangiana:

M 01 (Pr) = /

p(x,t)x x b(x,t) dv —1—/ x x t(x,t) da
Py

Py

:/p prep(X) (X, 1) x B(X, ) dV (4.46)
ref

+/ (X, 1) x T(X,t) dA .
OPrey
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> Ejemplo 4.5.1. Demostrar que las expresiones lagrangianas y eulerianas
del momento cinético y del momento de las fuerzas exteriores son equivalen-
tes. <

4.5.1. Expresion integral del balance del momento cinético

La ley del balance del momento cinético postula que el cambio temporal
del momento cinético de un cuerpo es igual al momento, respecto de un punto
fijo o el centro de gravedad, de las fuerzas que estan aplicadas sobre este.
Empleando la notacién definida, esta ley se escribe de la siguiente manera:

J(Pt) = Memt(Pt) . (4.47)

La derivada temporal J se puede desarrollar utilizando la expresion (4.45)

J(P) = (;it/p plx,t)x x v(x,t) dv

L (X 0.0 (X, 1) x VX, 8) (X, 1) dV
dt Pres
=S [ pes(X) (X 1) x VX, 1) aV

P’r&f

:/P pref(X) (V(X,t) x V(X,t) + o(X,t) x A(X,t)) dV
ref

/ plx,t)x x a(z,t) dv .
P
(4.48)

Por tanto, la expresién integral euleriana del balance del momento cinético
queda:

/Ptp(w,t):vxa(:c,t) dU:/7)tp(w,t):c><b(ac,t)dv+/8 x x t(x,t) da .

Pt
(4.49)
La expresion integral lagragiana del balance de momento cinético se ob-
tiene facilmente a partir de la ultima expresién y resulta:

[ pes 0o x AKX AV = [ pef(X) 0(X.0) x BOX.) v
Pres Pref

+/‘ (X, t) x T(X,t) dA .
el (4.50)

> Ejemplo 4.5.2. Demostrar que las expresiones (4.49) y (4.50) son equi-
valentes. 4
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4.5.2. Expresion diferencial del balance de momento cinético

Al igual que en el caso de las dos leyes de balance estudiadas anterior-
mente, la expresién integral del balance de momento cinético es facil de
obtener pero de utilidad limitada para la resolucién de problemas. A con-
tinuacién buscamos una expresién diferencial de (4.49) que, como veremos,
es mucho mas compacta, y de gran utilidad.

Para poder encontrar la expresién diferencial de (4.49) se necesita un
resultado que se demostré en el Capitulo 1, a saber,

/ x x (on)da = / (x X Vg-o + 2axial[o?]) dv . (4.51)
OPy Pt

Para encontrar la expresion diferencial del balance de momento cinético
reescribimos la ecuacién (4.49) como:

/ 2 % (p(z, (e, 1) — pla, 1) b(z, 1)) dv = / 2 x t(@ ) da. (4.52)
Pt OP¢

El lado de la izquierda se puede transformar empleando la ley del balance
de cantidad de movimiento:

/ x X (p(x,t)a(xz,t) — p(x,t) b(x,t)) dv = / x X Vg-o(x,t)dv . (4.53)
P &

El lado de la derecha de (4.53) se puede transformar utilizando el resulta-
do (4.51). Igualando estas dos ecuaciones transformadas se obtiene

/ x X Vp-o(x,t)dv= / x X Vy-o(x,t) dv +/ 2axial[o®] . (4.54)
Pt Pt Pt

Puesto que esta dltima expresién se cumple para cualquier region material
P, se debe verificar que axial[e®] = 0, por lo que la parte hemisimétrica de
o debe de ser nula o que

oc=ol. (4.55)

Esta relacién obtenida es la expresién euleriana diferencial de la ley de ba-
lance del momento cinético. Es inmediato comprobar que a partir de esta
expresion y de la definicién del tensor de Piola-Kirchhoff, la expresién la-
grangiana diferencial de este mismo principio ha de ser:

P(X,tH)FT(X,t)= F(X,t)P(X,t)T . (4.56)
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4.6. Balance de energia

En este apartado se tratan por primera vez en el curso aspectos de los
medios continuos que no son puramente mecanicos. Se abordan, en parti-
cular, cuestiones relacionadas con la transformacién de la energia mediante
procesos mecanicos y térmicos, y su relacién con el primer principio de la
termodinamica.

Recordamos, en primer lugar, el concepto de potencia, definido de forma
genérica como el trabajo realizado por unidad de tiempo. En el contexto
de los medios continuos consideramos P; una regiéon material cualquiera. Se
define la potencia mecdnica P.,; que se realiza sobre ella como el trabajo
por unidad de tiempo que efectiian las fuerzas exteriores, es decir,

Pept(Pr) = /

p(x,t)b(x,t) - v(x,t) dv +/ t(xz,t) -v(x,t)da . (4.57)
Py

0P

4.6.1. El teorema de las fuerzas vivas

Cuando se aplica un trabajo exterior a un cuerpo continuo, éste se trans-
forma en otras formas de energia. Sin entrar en los detalles sobre las posibles
transformaciones termodindmicas, que ya se veran mas adelante, se puede
realizar un sencillo balance energético simplemente a partir de la ecuacién del
balance de cantidad de movimiento. En primer lugar definimos la energia
cinética K de una regién material cualquiera P, a partir de la energia de
cada una de sus partes diferenciales:

K(Pt):/p %p(w,t) (@, 8)[2 dv | (4.58)

y también definimos un tipo de potencia llamado potencia tensional y
que tiene la expresion

Pien(Py) = /73 o(x,t):d(zx,t)dv, (4.59)

siendo d = sim[V,v], la tasa de deformacion.

Teorema 4.6.1. La potencia exterior que se aplica sobre un volumen ma-
terial cualquiera Py de un cuerpo continuo se invierte en incrementar su
energia cinética y en potencia tensional, es decir,

Pyt (Py) = K(Pt) + Pien(Pr) - (4.60)

Demostracion. En esta demostracién no aparecen, por simplificar, los argu-
mentos de todas los campos que se utilizan. Para probar el teorema emplea-
mos la siguiente identidad tensorial, que resulta del teorema de la divergencia
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y del balance de la cantidad de movimiento:

/ t-vda:/ on:vda
OP: OP:

:/ ov:nda
OPy

= [ Vg (ov)dv (4.61)
Pt

:/ (Vg-o-v+0: Vyv) do
P

:/ ((pa—pb)-v+o:d)dv.
Pt

Utilizando este identidad en la definicién de la potencia externa se ob-
tiene:

Pyt (Pr) = / (pa-v+o:d)dv
Pt
_a
Cdt Jp,
= K(Pt) + Pien(Pr) -

gw dv + Pren(P)) (4.62)

El teorema de las fuerzas vivas no es un resultado termodinamico sino
puramente mecanico. De forma simplificada considera que la energia apor-
tada a un cuerpo continuo o bien se transforma en incrementar/disminuir la
energia de su movimiento global (la energia cinética) o bien se transforma
“en otra cosa”, la potencia tensional. Los efectos termodinamicos aparecen
cuando se intenta comprender con mas detalle el contenido de la potencia
tensional. Nétese que en un cuerpo rigido, la tasa de deformacién d es nula
con lo cual toda la potencia exterior aplicada ha de transformarse en cambiar
su energia cinética.

4.6.2. Expresion lagrangiana del teorema de las fuerzas vivas

Como en todos los desarrollos anteriores, el teorema de las fuerzas vivas
se puede expresar, de forma completamente equivalente, empleando campos
lagrangianos. Para ello, basta con reformular los diversos tipos de energia y
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potencia que se han definido anteriormente de la siguiente manera:

P.oi(P) = /

Po"ef

1
KP)= [ Sores(Xet) VX 0P v,
P’ref

pref(X) B(X) - V(X,t) dV + /w T(X,t)- V(X,t) dA,
ref

Pien(Pr) = /P P(X,t): F(X,t)dV .
" (4.63)

La equivalencia de las tres formas de potencia se con sus respectivas expre-
siones Eulerianas se deja como ejercicio.

> Ejemplo 4.6.2. Demostrar que la potencia tensional también se puede
expresar de la siguiente manera:

Pien(Py) = /P S(X,t): E(X,t)dV , (4.64)
ref

siendo S el segundo tensor de Piola-Kirchhoff y F el tensor de deformacion
de Green-lagrange.
Para demostrar la identidad basta con notar que

P.:F=FS:F=8:simF'F =S FE. (4.65)

<

4.6.3. El primer principio de la termodinamica

El primer principio de la termodindmica postula que la energia no se
crea ni se destruye, sino que tunicamente se transforma. En esta seccion
estudiamos las posibles transformaciones entre energia mecanica y térmica
de los cuerpos continuos.

Antes de estudiar sus posibles transformaciones energéticas definimos la
potencia térmica o calorifica suministrada a una regién P, material de
un cuerpo continuo como la cantidad:

Peat(Pr) = /

p(x,t)r(z,t) dv +/ h(z,t) da . (4.66)
P

0Py

En esta expresion, r es la tasa de calor suministrado o generado por uni-
dad de masa y tiempo en el medio continuo. Este calor puede tener origen
quimico, radioactivo, etc. De forma similar, h es la tasa de calor que entra
por unidad de drea y tiempo, a través de su contorno, en la regién material.
El vector flujo de calor, por unidad de drea y tiempo es q de forma que

h(z,t) = —q(x,t) - n(x) . (4.67)
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Cambio en la
energfa cinética

Potencia

externa Cambio en la
energia interna

Potencia

tensional

Potencia
térmica

Figura 4.2: Esquema de la transformacion de la energia. La flecha de la
izquierda es resultado del teorema de las fuerzas vivas. La flecha de la
derecha es debida al primer principio de la termodindmica.

Usando este ultimo vector, la potencia térmica se puede expresar de
forma equivalente como:

P.a(Py) = /Pt p(x,t)r(x,t) dv — /87% q(x,t) -n(xz,t) da (469

:/ (p(x, ) (2, t) — Vip-q(a,t)) dv .
Pt

El primer principio de la termodinamica, enunciado cualitativamente
anteriormente, se puede expresar ahora de forma més precisa. Para cualquier
region material Py, existe una funcién E llamada energia, que depende
Unicamente del estado de dicha regién, tal que su variacién en el tiempo es
igual a la suma de la potencia exterior y calorifica suministradas a dicha
region. De forma matemética:

E(Pt) = Pewt(Pt) + Pcal(Pt) . (469)

El primer principio de la termodindmica también postula la existencia
de una cantidad intensiva y de estado, la energia interna U definida a
partir de la integral

U(P,) = /P p(@, t)ula,t) dv | (4.70)

tal que la energia total de una regién material P; se pueda expresar como
la suma de la energia interna y la cinética:

E(Py) =K(P) +U(Py) - (4.71)

Utilizando el teorema de las fuerzas vivas (4.60) y la expresién (4.69), la
ecuacién anterior se puede escribir también de la siguiente manera:

E(P) = K(P,) + U(P,) = K(P,) + Pien(Py) + Poat(Pr) | (4.72)
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y simplificando,

U(Pt) = R&en(Pt) + Pcal (Pt) . (473)
Esta dltima expresién indica que el cambio en energia interna de una region
en un cuerpo continuo se debe a la potencia tensional aplicada sobre él y
a la potencia térmica suministrada. También se puede entender, por tanto,
que la potencia tensional que se aplica a un cuerpo se puede transformar en
incrementar la energia interna del mismo o convertirse en energia térmica,
que sale del mismo (por ello el signo negativo):

Pten(Pt) = U(Pt) - Pcal(Pt) . (474)

La expresion (4.73) se puede expresar integralmente como:

/Pt p(x,t) %(w,t) dv = /7375 [o(x,t) : d(z,t)+p(x,t) r(x,t)—Vge-q(x,t)] dv .

(4.75)
Como dicha expresién ha de cumplirse para cualquier region P;, también
ha de verificarse a nivel diferencial, es decir,

p%:a:d+pr—vw~q (4.76)
que no es sino la expresién Euleriana del primer principio de termodinamica
en medios continuos. Esta relaciéon cuantifica el cambio de la densidad de
energia interna como la suma de tres contribuciones: el calor aportado, el
balance neto del flujo de calor y la pontencia recibida por el trabajo mecénico
de la tensiones proyectadas la tasa de deformacion.

Como todas las leyes de balance estudidas hasta el momento, la ecua-
cién (4.76) tiene su contrapartida lagrangiana. Para encontrarla, definimos
el calor aportado por unidad de masa en la configuracion de referencia, que
denominamos R, y el flujo de calor por unidad de area, también en la confi-
guracion de referencia, que lo llamamos Q. Estas dos campos se definen de
manera que se verifica

[ ot = [ p) R0,
Pt Pref (477)

/ q(z,t) -nda = Q(X,t)- NdA .
0P OPref

Utilizando las expresiones de la transformacién de volumen y area conclui-
mos que

R=royp;, Q=JF'(qop,) . (4.78)

De manera analoga, la densidad de energia interna por unidad de volumen
en la configuracién de referencia la llamamos U, esta verifica

U=uoep, . (4.79)
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Expresando la potencia tensional con campos tensoriales lagrangianos la
forma integral lagrangiana del primer principio de la termodindmica adopta
la expresion

/ pref(X)U(X, 1) AV = P(X,t): F(X,t)dV
p’ref Pref

+ [ psORX W - [ QX Nda.
ref 8Pref

(4.80)

Finalmente, empleando el teorema de la divergencia en el término del calor
se sigue que
prer:P:F+prefR_vX'Q7 (481)

que es la expresion lagrangiana del balance de energia.

4.7. La segunda ley de la termodinamica

El primer principio de la termodinamica enunciado en la seccién anterior
explica el balance energético en procesos de cuerpos continuos que incluyen
efectos térmicos y dindmicos. Sin embargo este principio no proporciona in-
formacién alguna sobre la posibilidad de que un determinado proceso ocurra
o no. Este dato lo proporciona el segundo principio de la termodinamica.

4.7.1. Formulaciones integrales

El segundo principio de la termodindmica postula lo siguiente:

a) Existe una funcién de estado intensiva 6, llamada la temperatura
absoluta cuyo valor es siempre positivo y es tinicamente funcion de
la temperatura empirica, esto es, la que podemos medir con un
termdémetro, en una escala cualquiera.

b) Existe otra funcién de estado, llamada entropia y designada con el
simbolo = con las siguientes propiedades:

= Esuna funcion extensiva, es decir, que la entropia Y de una region
material P; = P,LUP,2, con P! NP2 = 0 es la suma de la entropia
de sus partes Pl v P,2. A partir de la entropia total se puede
definir una entropia especifica s, es decir, por unidad de masa en
la configuracién deformada, con lo que se tiene

E(Py) = /P p(x,t) s(x,t) dv . (4.82)
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= Se define la entropia generada en la region P, por unidad de
tiempo como

2(Py) = 3(Py) - /7;t p(x,t) ggzzg dv + /873,5 gz:g -n(z) da .
(4.83)

En todo proceso fisico se cumple que la produccién de entropia
es no negativo, es decir,

E(P) > 0. (4.84)

Cuando en un proceso la produccién de entropia es nula, el pro-
ceso es reversible. Cuando es positiva, el proceso es irreversible.
Un proceso con disminucién de entropia no se puede dar.

La desigualdad (4.84) es la expresién euleriana de la desigualdad de
Clausius-Duhem y es la forma de la segunda ley de la termodindamica que
més se emplea en Mecdnica de Medios Continuos.

Para encontrar la expresién integral lagrangiana del segundo principio
definimos

S=so0¢p,, ©=0op, ,R=rop,, (4.85)

con lo que la entropia generada en la regiéon P; por unidad de tiempo se
puede expresar como

. R(X X
E(Pt) = Eref(Pref)_/P Pref(X) @EX’B dV+ op MN(X) dA ,
" ! (4.86)
siendo
Eref(Pref) - / pref<X) S<X7 t) dv-. (487)
Pref

4.7.2. Formulaciones locales

Para establecer una expresion diferencial del segundo principio de la
termodindmica transformamos la integral (4.83) empleando el teorema de la
divergencia:

=) = [ o) Do o [ penfEDans [ w080
)

Pt Q(ZL',t)
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siendo
Ds r Veq @

TSP Pt e e
la densidad de produccion entropica por unidad de volumen en la con-
figuracién deformada. Como la integral (4.88) ha de ser negativa para cual-
quier region Py, también lo ha de ser su integrando y por tanto la desigualdad
de Clausius-Duhem se puede escribir en forma local como

VA (4.89)

v>0. (4.90)
Para continuar definimos dos tipos de produccién de entropia. El primero

es la produccién local de entropia especifica ;.. y definida como:

Ds r  Vieq
Yioc = pﬁ - ,05 + 9 (491)

La segunda es la produccién de entropia especifica por conduccién térmi-
Ca Yeon:
Yeon = —% Vb . (4.92)
Empleando estas dos definiciones el segundo principio de la termodinami-
ca se pueda expresar como:

Yloc + Yeon Z 0. (493)

La desigualdad de Clausius-Planck establece que tanto 7, cOmMo Yeon
han de ser no negativas, es decir

Yioc = 0, Yeon = 0 . (494)

Evidentemente, la desigualdad de Clausius-Planck implica la desigualdad de
Clausius-Duhem.

Un corolario de la desigualdad de Clausius-Planck es el siguiente. Como
la entropia especifica producida por conduccién ha de ser no negativa se
tiene que

1
Yeon = _ﬁq Vg0 > 0. (495)

Puesto que la temperatura absoluta es estrictamente positiva, de la an-
terior ecuacién se deduce que

—q-Vy0 >0, (4.96)

es decir, que el flujo de calor siempre ha de ser en la direccién opuesta al
gradiente de temperatura. En particular, si se acepta la ley de Fourier que
establece ¢ = —k V0, entonces se deduce que la conductividad x ha de ser
positiva.

La condicién -, > 0 sirve para descartar modelos constitutivos, tanto
de solidos como de fluidos, que violan la segunda ley de la termodinamica.
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Como se puede comprobar en textos de termodindmica, al final un modelo
constitutivo consiste en una expresién de la entropia u otro potencial como
funciones de las variables de estado del material (deformacidn, energia, tem-
peratura, etc.). Cuando se proponen modelos es necesario comprobar que,
para cualquier proceso (con aporte de calor o sin él, con deformacién de
cualquier tipo) la condicién 7. > 0 siempre se verifica.

La expresién diferencial lagrangiana del segundo principio de la termo-
dindmica se obtiene, como en el caso euleriano, tranformando la expresion
de la generacién de entropia = en una integral sobre la configuracién de re-
ferencia de cualquier region material y concluyendo que el integrando ha de
ser no negativo. El resultado final es que la tasa de produccién de entropia
por unidad de volumen de la configuracién de referencia es

: R VxQ Q
r:prefs—pTeféJrXT—@-vx@, (4.97)

y la desigualdad de Clausius-Duhem es
I'>0. (4.98)

De la misma manera, la producciéon de entropia I' se puede separar en un
contribucién interna y otra de conduccion, definidas respectivamente como

R Vx-Q Q

6 + ) ) Teon = —@ : VX('“), (499)

Ly = ,Orefs — Pref
por lo que la desigualdad de Clausius-Plank se podria escribir también como

Fig >0,  Toop > 0. (4.100)
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Resumen de féormulas importantes

Expresiones lagrangianas:
Conservacion de masa pref = J (po )

Cons. de la cantidad de movimiento Vx P + prefB = pref A

Conservacion del momento cinético PFT = FpPT
Deformacién isocérica J=1
Conservacion de la energia B U=P:F+ pref R —Vx-Q
Generacién local de entropia Loe = pre fS’ — Dre fg + %
Gen. de entropia por conduccién o = —% -Vx©
Desigualdad de Clausius-Duhem I' =T+ T'eon >0
Desigualdad de Clausius-Planck I >0 Leon >0
Expresiones eulerianas:

Conservacién de masa % + V- (pv) =0
Cons. de la cantidad de movimiento Ve o +pb=pa
Conservacion del momento cinético o=0c"
Deformacion isocorica Vev =20
Conservacion de la energia p % =o:d+pr—Veq
Generacion local de entropia Vioe = p%@ . b v‘g'q
Gen. de entropia por conduccion o —e%q - V.0
Desigualdad de Clausius-Duhem Y = Yioec + Yeon = 0

Desigualdad de Clausius-Planck Yioe = 0 Yeon = 0




Capitulo 4. Leyes de balance y conservacion 109

Figura 4.3: Superficie para el problema 4.2.

Problemas

Problema 4.1.  a) Demostrar que el campo de velocidades v = Az/|z|3,
siendo A una constante arbitraria, satisface la ecuacién de continuidad
de un flujo incompresible.

b) En un determinado punto de un cuerpo los tensores de tasa de defor-
macion y tension tienen, respectivamente, las expresiones matriciales

1 6 4 4 0 -1
d =16 3 2|[s'] v [e]=]0 -2 7 |[N-m™?. (4.101)
4 25 -1 7 8

Obtener el valor de la potencia tensional especifica (por unidad de
volumen) en ese punto.

¢) Un fluido perfecto esté caracterizado por la ecuacién constitutiva o =
—pl, siendo p la presion. Demostrar que la potencia tensional especifica
p D . .
puede expresarse como ;5%, siendo p la densidad.

Problema 4.2. Sea un fluido con velocidad espacial v(z,y, z,t) = f(x,y)z k
y f > 0. Se pide:

a) Sabiendo que la densidad inicial del fluido es igual a f(z,y), comprobar
que ésta tiene por expresion

plz,y,z,t) = fz,y) e F @

b) Comprobar que la deformacién es

e (XY, Z) = (x,y,2) = (X, Y)Zef(X,Y)t) .
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¢) Si el fluido tiene dos especies, una de ellas contenida inicialmente en
una esfera de radio R, obtener la ecuacién de superficie que contiene
a este fluido a lo largo del tiempo.

d) Calcular la cantidad de masa por unidad de tiempo que atraviesa la
superficie cilindrica de la figura 4.3, cuya directriz tiene longitud L y
es perpendicular al plano xy.

Problema 4.3. a) Demostrar que un fluido cuyo campo de velocidad
espacial es

31’2 33;1
x2+$261 T 2142
1 2 1 2

v(xy, x2,x3,t) = es (4.102)

es incompresible.

b) Calcular la aceleracién espacial correspondiente al campo de velocida-
des (4.102) y el flujo, en todo instante, que atraviesa una superficie
esférica centrada en el origen y con radio unidad.

¢) Se considera ahora un fluido incompresible con ecuacién constitutiva
o=-—7nl+2ud, (4.103)

En esta ecuacién 7 es una funcién escalar, ;> 0 es una viscosidad
yd= (Vv + Ve v). A partir del teorema de las fuerzas vivas,
demostrar que si la potencia exterior aplicada P.,; es nula, el valor de
la energia cinética K de este fluido no puede crecer en el tiempo.

Problema 4.4. Un medio continuo tiene densidad de referencia p,.y = 1y
experimenta una deformacién descrita por la aplicacién

(l‘l,l‘g,l‘g) = gO(Xl,XQ,Xg,t) = (Xl +tXo, Xo + tQXg,tXl + Xg) ,

donde X;, z; son las coordenadas cartesianas de los puntos en las configura-
ciones de referencia y actual, respectivamente.

a) Calcular el gradiente de deformacién F' y el jacobiano J.
b) Calcular la aceleracién material y la espacial.

¢) Siel tensor de Cauchy tiene por expresién en la base de la configuracién
actual
222 0 w73
[o]=] 0 23 0 |,
xr1x3 0 0

encontrar el campo (espacial) de fuerzas volumétricas b que hace que
el sistema esté en equilibrio.



Capitulo 4. Leyes de balance y conservacion 111

Problema 4.5. Un cilindro tiene una seccién A y estd lleno de un gas de
densidad pg. Cerrando el cilindro se encuentra un piston, inicialmente a una
distancia hg de la base del cilindro que se mueve, incrementando el volumen
de la cavidad segin una funcién conocida h(t). Suponiendo que el pistén se
mueve tan lentamente que la densidad es homogénea, calcular la velocidad
del gas en cada punto.

Problema 4.6. Se sabe que en un sélido la energia interna es inicamente
funcion de la deformacion F' y de la entropia S. Combinando la desigualdad
de Clausius-Planck y la ley del balance de energia demostrar que, como la
primera debe de ser cierta para cualquier proceso, es decir, para cualquier
valor de Sy F', entonces

oU oU

— P=—.

a8’ oF

Problema 4.7. A un cuerpo deformable se le aporta una cantidad de masa

s(x,t) por unidad de masa y tiempo en su configuraciéon deformada. Si la
deformacion se indica como ¢,

e =

» Indica la expresion integral del balance de masa de una region material
cualquiera P, teniendo en cuenta el aporte s.

= Encuentra la expresion diferencial euleriana de la ecuacién de balance
de masa (nota: J = J (V, -v) o ¢,).

= Demuestra que la expresién diferencial lagrangiana de la ecuacion de
balance de masa es

6pre f
ot

(Xat) :pref(X7t) S(Xat) >

con pref =J(pop) y S=so¢p; .

= Concluye que se verifica

(po ) (X, 1) = mexp [/Ot S(X,7) dr}

siendo pg la distribucién inicial de densidad en el cuerpo.
Problema 4.8. Un cuerpo tiene un campo de velocidad espacial
v(z,y,2,t) = (ay — bz) i + (cz —ax) j + (bx — cy) k

siendo a, b, ¢ tres constantes, x,y, z las coordenadas cartesiaans y {%,7,k}
sus vectores de la base.
Demostrar:

a) Que la deformacién es isocdrica (incompresible).
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b) Que la potencia tensional sobre cualquier regién material es nula.

¢) Sila tensién de Cauchy en cualquier punto es o (,y, 2,t) = —p(z,y, 2,t) I,
siendo p un campo escalar, calcular las fuerzas por unidad de masa
b(z,y,z,t) en funcién de los datos y la densidad espacial.
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Capitulo 5

Modelos constitutivos

La descripcién cinematica de los medios continuos, explicada en el capitu-
lo 2, y sus leyes de balance, descritas en el capitulo 4, son validas para todo
cuerpo continuo. Mas aun, las ecuaciones correspondientes son idénticas en
todos los casos: la ecuacion de balance de cantidad de movimiento siempre
es la misma, la definicién del tensor de deformacién de Green-Lagrange es
comun para todos los cuerpos, etc.

Sin embargo, la experiencia nos indica que los cuerpos responden de
manera muy distinta ante los mismos estimulos. Por ejemplo, ante una dis-
tribucién de fuerzas un bloque de acero y otro de madera se comportan de
manera distinta, y distinta a su vez de un volumen idéntico de agua. Pues-
to que estas diferencias no aparecen ni en la descripcién cinematica ni en
las ecuaciones de balance deben de aparecer en algin otro lado. Este lugar
son las llamadas ecuaciones constitutivas, que establecen una relacién
funcional entre la tensién aplicada y la deformacién resultante, y que son el
objeto del presente capitulo.

Si consideramos por un momento una deformacién cualquiera de un soli-
do tridimensional el nimero de funciones que aparecen para la descripcion
de su cinemadtica y su comportamiento mecédnico (ignoramos efectos térmi-
cos) son quince. Tres son las componentes de la deformacién, seis del tensor
de deformaciones y seis del tensor de tensiones de Cauchy. La definicién
del tensor de deformacién proporciona seis ecuaciones y la ley del balance
de la cantidad de movimiento otras tres. En total tenemos quince funciones
incognita y nueve ecuaciones que éstas deben de cumplir. Para que el sistema
tenga solucién hacen falta seis ecuaciones mas, que son las que proporciona
el modelo constitutivo. Con él, el ntimero de incégnitas y el de ecuaciones es
el mismo y asi cabe la esperanza de que el problema mecénico tenga soluciéon
y de que la podamos encontrar.

El objetivo de este capitulo es describir, de forma general, las relaciones
constitutivas de sélidos y fluidos. Como veremos més adelante, no todas las
ecuaciones que relacionan deformacién con tension pueden ser una relacion

113
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constitutiva, pues estas han de ser razonables. Qué se entiendo por una rela-
cién “razonable” es un problema que aun no se ha resuelto completamente,
sin embargo si que se conoce alguna propiedad que debe de cumplirse y que
explicaremos. De entre ellas la mas importante es la objetividad material o
principio de invariancia respecto a cambios de observador.

5.1. Principios generales de los modelos constitu-
tivos

Como se indicaba en la introduccién, no se puede definir cualquier rela-
cion funcional entre la tensién y la deformacién y esperar que ésta represente
una relacién constitutiva valida. La determinacién de las restricciones que
debe de satisfacer una relacién constitutiva un problema no totalmente re-
suelto en mecanica de materiales (véase [1]).

Aunque el problema no esté resuelto completamente se conocen algunos
principios muy elementales que debe de satisfacer cualquier relacion consti-
tutiva. Estos son:

= El principio de determinismo.
= Kl principio de accién local.

s El principio de la memoria limitada.

El principio de invariancia.

A continuacién se explican los tres primeros y el iltimo, por su importancia,
se tratarad en la seccién siguiente.

El principio de determinismo. Este principio establece que el estado de
tensiones en un punto del cuerpo puede depender de la deformacion actual
y de las deformaciones pasadas, pero nunca de las deformaciones futuras.

El principio de accién local. Este segundo principio postula que el esta-
do de tensién en un punto de un medio continuo depende de la deformacion
en un entorno, tan pequeno como se quiera, de dicho punto. Es decir, que
la historia de deformacién en un puntos alejados no influye en el valor de la
tensién.

Matematicamente, este principio establece que la tensiéon en un punto del
cuerpo sélo puede depender de (la historia) de la deformacién y sus derivadas
en ese mismo punto. En el caso particular en el que la tensién es inicamente
funcién de la primera derivada, es decir, del gradiente de deformacion F', se
dice que el material es “simple”. Si depende, en general, de las n primeras
derivadas de la deformacién se dice que es un material “de grado n”.
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El principio de la memoria limitada. El siguiente principio refleja la
experiencia cotidiana que nos indica que, aunque en teoria la tensién en un
punto depende de toda la historia pasada de deformacién, inicamente hace
falta tener en cuenta la historia reciente. Mas concretamente, este principio
establece que el valor de la deformacién en instantes muy remotos ha de
tener menos influencia en la tensién actual que aquellos valores préximos en
el tiempo.

5.2. El principio de invariancia

El principio de objetividad o de invariancia respecto a cambios de obser-
vador es uno de los mas importantes de la Mecanica de Medios Continuos.
Aunque a simple vista pueda parecer elemental, no es asi, y su enunciado
en su forma final tardé bastante en publicarse [1].

El principio en cuestién establece que las relaciones constitutivas deben
de ser validas para cualquier observador. Consideremos un observador que
estudia el movimiento y deformacion de un cuerpo. Para este observador la
deformacién del cuerpo se describe con una funcién ¢ (X, t) asi como todas
las cantidades cinemadticas que se derivan de ésta (gradiente de deforma-
cién, tensor de Cauchy-Green, deformaciones principales, etc.). La relacién
constitutiva determina que el tensor de tensiones o que el observador puede
medir verifica una ecuacion de la forma

o = Flo(X)] . (5.1)

siendo F un funcional cuya expresién dejamos de momento sin especificar.
Si el observador estd asociado a un sistema de referencia BB se puede escribir
que las coordenadas de la deformaciéon y del tensor de Cauchy son

{eds, ol - (5.2)

Supongamos ahora que existe un segundo observador que estudia tam-
bién el movimiento y las tensiones del cuerpo. Aunque existen clases mas
generales de observadores, sélo vamos a considerar aquellos que preservan
las distancias, angulos e intervalos de tiempo. Cualquier punto x del espacio
tiene coordenadas segun el sistema de referencia de este segundo observador,
que llamamos BT, iguales a

{z}pr = [Q){z}g + {c(t)}5+ (5.3)
donde Q(t) y ¢(t) son, respectivamente, una matriz de rotacién y un vector,
ambos funcién del tiempo. Por tanto, en este segundo sistema de referencia
la deformacién y el tensor de tensiones de Cauchy tienen una representacion
que es

{eidpe = [QO{pi} s+ {c(t)} 5+ (5.4a)
o] 5+ = Q)] [o]5 Q)] . (5.4b)
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Esta ultima relacién indica que tanto la deformacién como el tensor de
tensiones de Cauchy se pueden expresar en varios sistemas de coordenadas,
pero sus componentes no pueden ser arbitrariamente distintas sino que estan
relacionadas con su valor en el sistema original B.

El principio de objetividad material o de invariancia respecto al
observador establece que si en un punto de un cuerpo el tensor de tensiones
de Cauchy verifica la relacion constitutiva

o]z = F{ei(X)} 5], (5.5)
entonces también ha de verificarse que
o]+ = Fl{ed(X)}p+] (5.6)

o equivalentemente,

[RMe]s[QM)] = FIQW] {w:}p + {e(t)} 5] - (5.7)

Una forma alternativa de interpretar este principio se deriva de obser-
var que [Q][o]s[Q)T v [Ql{ws + {c}z+ coinciden, respectivamente, con las
componentes en la base B del tensor QoQ” y de la deformacién Q¢ + c.
Por ello, un enunciado completamente equivalente del principio de obje-
tividad material o invariancia respecto al observardor establece que
si en un punto de un cuerpo el tensor de tensiones de Cauchy se obtiene a
partir de una relacion constitutiva de la forma

o= F[Qot}v (58)

entonces, dado un tensor ortogonal Q(t) y un vector ¢(t), ambos dependien-
tes del tiempo pero arbitrarios, el movimiento

@i (X) = Q(t) ¢y (X) + c(t) (5.9)

debe de originar un campo de tensiones que se puede obtener mediante la
relacion
ot = Flo}] (5.10)

y ha de satisfacer
o (X, 1) = Q1) o (X, 1) Q* (1) (5.11)

Se dice que los movimientos ¢, y ¢, relacionados mediante la expresion (5.9)
son equivalentes. Expresado de manera concisa, el principio de objetividad
indica que la respuesta material es la misma para todos los movimientos
equivalentes.

A partir de esta descripcion decimos que una relaciéon constitutiva de la
forma o = Fl¢,] satisface el principio de la invariancia respecto al obser-
vador u objetividad si cuando se considera la tensién de Cauchy resultante
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(mediante la relacién constitutiva) a partir de una deformacién ¢~ definida
por (5.9) el tensor de tensiones de Cauchy que se obtiene, que lo llamamos
o™ satisface la relacién (5.11).

Los gradientes de deformacién de las deformaciones ¢, y ¢, son, res-
pectivamente,:

F(X,t) = Vxe(X),  FY(X,t) = Vxe! (X) = QOF(X,1) . (5.12)

Asi pues, en el caso mas sencillo de un modelo constitutivo de un material
eldstico simple, éste es invariante si cumple la relacion

Qt)o(X, Q)" = FIQ)F (X, 1)). (5.13)

Igual que hemos obtenido la expresién del gradiente de deformaciones
para el movimiento ¢, se puede obtener también cualquier otro objeto de la
cinemaética. Por ejemplo, el tensor de Green-Lagrange en el segundo movi-
miento resulta:

1 1 1
Et = 5((F+)TF+ —I)= 5(FTQTQF —I)= 5(FTF ~I)=FE, (5.14)
es decir, que el tensor de Green-Lagrange es el mismo para los dos movi-
mientos considerados. Examinemos ahora las consecuencias que el principio
de invariancia tiene en algunos modelos constitutivos.

a) Considérese la ley constitutiva Flp,] = C Vx¢,(X), siendo C un
tensor constante de cuarto orden. Si el cuerpo se somete a una de-
formacién ¢ = (X, t), un primer observador calcularia el tensor de
tensiones de Cauchy como:

o(X,t) = C Vxp,(X) = C F(X,1) . (5.15)

Un segundo observador que se mueve de forma que describe la de-
formacién del cuerpo segin (5.9), percibe la tension et = QoQ” y
el gradiente de deformaciones F* = QF. Sin embargo, segtin la ley
constitutiva planteada

o (X,t)=CVxp/(X)=CF'(X,t)=CQ@Mt)F(X,t), (5.16)

que no coincide con lo esperado. Se puede concluir que la ley consti-
tutiva propuesta no verifica el principio de invariancia y por lo tanto
no puede ser valida.

b) Se propone una segunda ley constitutiva de la forma:

Fle(X)] = FX,t) CE(¢,(X)) F(X,1)", (5.17)
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siendo E(¢;) el tensor de Green-Lagrange asociado a la deforma-
cién ;. Un primer observador calcula la tensiéon de Cauchy como

o=F(X,t)CE(p,(X))FT(X,t) . (5.18)

Ahora bien, un segundo observador calcula el campo de tensiones tam-
bién segin (5.17) y obtiene

o =FT(X,t)CE"(X,t) (FN)T(X,t)
= QF(X,t)CE(X,t) FI(X,1)QT (5.19)
=QoQ"

por lo que cumple la condiciéon de objetividad.

5.3. Modelos constitutivos reducidos

En esta seccién estudiamos algunas formas més sencillas de formular mo-
delos constitutivos para materiales simples que verifican siempre el principio
de objetividad.

Recordamos que un material simple es aquel cuya ley constitutiva depen-
de de la deformacién solamente a través de su gradiente. La ley constitutiva
mas general de un material simple es pues

o(X,t) = 6(Fu(X)), (5.20)

siendo F'3(X) la historia de gradientes de deformacién en el punto X hasta
el instante de tiempo ¢ y &(+) una funcién de argumento tensorial y de valor
tensorial y simétrico.

El principio de objetividad establece que para un material simple y cual-
quier functién @ : R — SO(3) se verifica que

Q(t)o(X.)Q"(t) = 7(Q(t) Fu(X)) . (5.21)

Si en la relacién anterior elegimos Q(t) = RY(t), siendo R(t) la parte ro-
tacional de la descomposicion polar del gradiente de deformacién en cada
instante, se obtiene

RT(t)o(X,t)R(t) = ¢(Un (X)) , (5.22)

donde ahora Uy (X)) es la historia del tensor derecho de alargamientos. De
otra manera:

o(X,t) = R(t) a(Uy)R(t) . (5.23)

En otras palabras, siempre que una ley constitutiva de un material simple
sea de la forma (5.23), ésta verificara el principio de invariancia.
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Es sencillo comprobar a partir de la tltima relaciéon obtenida que existen
expresiones alternativas que permiten formular leyes constitutivas invarian-
tes tales como:

o(X,t) = R(t)6(Cy(X)) R (t) = F(X,t)6(Cy(X)) FT(X,t), (5.24)

y muchas otras mas, basadas en medidas de deformaciéon diferentes.

5.4. Simetrias

Algunos materiales presentan simetrias en su respuesta, es decir, su rela-
cién tensién-deformacién es idéntica en direcciones distintas. En particular,
algunos materiales son isétropos, es decir que su respuesta es idéntica en
todas las direcciones. En esta seccién estudiamos las simetrias inicamente
de materiales simples.

La definicién formal de una simetria es la siguiente. Sea G un subgrupo de
O(3). Es decir, G es un conjunto de tensores ortogonales, no necesariamente
propios, que incluye el tensor unidad y tales que sus posibles combinaciones
y sus inversas también estan incluidas. Se dice que G es el grupo de simetria
de un material en un punto X del cuerpo si

6(F,X)=06(FR,X) , (5.25)

para todo tensor ortogonal R € G. En particular, si G = O(3), se dice que
el material es isétropo.

La relacién anterior indica que si un material tiene una cierta simetria en
un punto, no se puede distinguir su respuesta constitutiva de la que tendria
si localmente se hubiera “girado” mediante una transformacién R.

El principio de objetividad requiere ademés que, para todo tensor orto-
gonal @, se cumpla la relacién

G(QF,X)=Qo, X(F)QT . (5.26)

Escogiendo en esta tdltima expresion Q = R € G y empleando la definicion
de simetria (5.25), se obtiene esta relacién para las leyes constitutivas:

R&(F,X)R" =6(RF,X)=6(RFR” X) . (5.27)

5.4.1. Funciones isétropas

Una funcién W de variable tensorial es isdtropa si verifica
W(QTQ") = W(T) (5.28)

para toda rotacion Q y todo tensor simétrico T'. Toda funcién de este tipo se
puede escribir como otra funcién de depende tinicamente de los autovalores
del argumento o de sus invariantes principales, es decir,

W(T) = W (A1, Ao, \3) = W(LL(T), (T), I5(T)) . (5.29)
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Es facil comprobar que si una funcién sélo depende de los autovalores o los
invariantes de un tensor simétrico, entonces ha de ser isétropa. Para demos-
trar la implicacién inversa vamos a comprobar que si T' y S son dos tensores
simétricos que tienen los mismos autovalores entonces W (T') = W(S) y por
tanto la funcién W sélo puede depender de estos. Para comprobarlo, si {v;}
y {w;} son las bases espectrales de T y S, respectivamente, entonces existe
un rotacién @Q tal que w; = Qu; y por ser la funcién isétropa se cumple que

3 3
W(T) =W(QTQ") = W(Z i (Qui) ® (Quy)) = W(Z A w; ® wy)
= = (5.30)
que coincide con W (.S).

5.5. Clasificacion de los modelos constitutivos

Intentamos ahora clasificar de forma muy genérica los diversos tipos de
materiales atendiendo a las propiedades de sus leyes constitutivas corres-
pondientes. Véase [1].

Distinguimos los siguientes tipos de materiales:

s Fluidos: Un material se dice que es fluido si su respuesta no varia
después de una deformacion cualquiera, siempre y cuando ésta ultima
respete la densidad del mismo. Por ello, cualquier configuracién de un
fluido es una configuracién indeformada.

= Solido: Se dice que un material es sélido si posee una configuracion
especial, o de referencia, tal que cualquier deformacién que no sea un
movimiento de sélido rigido lleva al cuerpo a una nueva configura-
cién en la cual su respuesta material es diferente. Ademds, los cuerpos
solidos pueden a su vez clasificarse en las siguientes categorfas:

e FEldstico: Un material sélido es elastico si su respuesta no presen-
ta histéresis y ademas independiente de la velocidad de aplicacion
de las cargas.

e Pldstico: Un material es de este tipo si presenta histéresis en los
ciclos de carga, pero su respuesta es independiente de la velocidad
de aplicacion de las cargas.

e Viscoeldstico: Un material es viscoeldstico si, a pesar de no
mostrar histéresis, su deformaciéon depende de la velocidad de
aplicacién de las cargas.

e Viscopldstico: Finalmente, un material es de esta clase si su
respuesta depende de la la velocidad de la carga y ademéds posee
histéresis.
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Resumen de féormulas importantes

7

Modelo constitutivo o = Flp,]
Movimiento superpuesto o =Q(t)p, + c(t)
Condicién de objetividad  Fle; ] = Q(t) Fle,] QT (t)




122 Mecanica de medios continuos 1. Romero

Problemas

Problema 5.1. Un fluido newtoniano es el que establece que la tencién de
Cauchy en todo punto es de la forma

oc=-pl+2ud,

siendo p un escalar, I el tensor identidad, p una constante y d, la tasa de
deformacién. Comprobar que este modelo es objetivo.

Problema 5.2. El modelo de sélidos neo hookeanos es aquel en el que la
tension de cauchy se formula como

o=2ub+ Atrd] I,

siendo A, u dos contantes y b el tensor izquierdo de Cauchy-Green. Demos-
trar que el modelo es objetivo.

Problema 5.3. Demostrar que un modelo viscoelastico de la forma
o=ad,

con a una constante, no puede ser objetivo.

Bibliografia

[1] C. Truesdell and W. Noll. The non-linear field theories of mechanics.
Springer, Berlin Heidelberg, second edition, 1992.



Capitulo 6

Mecanica de fluidos

En este capitulo estudiamos los medios continuos fluidos y que se carac-
terizaron en el capitulo 5 como aquellos que no poseen una configuracién sin
deformar.

No es el propésito de este capitulo presentar un resumen de un curso
de Mecéanica de Fluidos. El objetivo es aplicar los conceptos presentados
en capitulos anteriores al estudio de este tipo de medios y asi apreciar la
capacidad de la metodologia desarrollada. Ademaés, este enfoque permite
abordar el andlisis de los fluidos desde un punto de vista comun al del resto
de los cuerpos, lo cual favorece su comprension.

A partir de la descripcion cinemadtica ya estudiada y mediante la se-
lecciéon de modelos constitutivos adecuados se obtienen las ecuaciones de
modelos de mecéanica de fluidos de complejidad variable. Es posible, siempre
dentro del mismo marco tedrico, obtener las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento de los fluidos ideales, de la hidrostatica, las ecuaciones de
Navier-Stokes, el origen de la turbulencia, etc. Sin embargo, por limitaciones
de tiempo sélo se presentaran algunos de estos modelos.

La mecénica de fluidos es un campo donde la hipdtesis de continuidad se
verifica de forma muy precisa. A diferencia de los cuerpos sélidos, donde los
defectos microestructurales son muy comunes y responsables en gran medida
del comportamiento de dichos materiales, los fluidos son méas homogéneos
y los efectos de tamano se pueden ignorar sin cometer grandes errores en
un gran numero de situaciones. Ademds los modelos constitutivos més re-
presentativos, y que estudiaremos en este capitulo, también se ajustan muy
bien al comportamiento de los fluidos reales. Por todo ello, la Mecanica de
Medios Continuos sirve para formular modelos de mecénica de fluidos cuyos
resultados se ajustan mucho a la realidad.

123
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6.1. Cinematica

En el capitulo 2 se estudié en detalle la cinemética de medios continuos
y todo lo contenido en dicho capitulo aplica a las deformaciones caracteristi-
cas de los cuerpos fluidos. En esta seccién complementamos los conceptos
presentados anteriormente y definimos algunos conceptos que no han tenido
utilidad hasta ahora en la asignatura.

6.1.1. Velocidad y aceleracion

En primer lugar, repasamos el concepto de velocidad y aceleracién espa-
ciales. El primero de ellos es la expresion euleriana de la velocidad material,
es decir:

0
v(@,t) = (FF o )(@,t) = (Vo )(@.1). (6.1)
De la misma manera, la aceleracion espacial es la expresion euleriana de la
aceleracién material:

62

a(@,t) = (G4 o9 (@ t) = (Ao )(a,1) . (6.2)

La velocidad y aceleracién espacial estan relacionadas por la siguiente ex-
presion:

Dv ov(zx,t)

a(x,t) = —(x,t) = 5

Dt + Vpv(z,t) v(z,t) . (6.3)

6.1.2. Lineas de corriente y trayectorias

Si se conoce el campo de velocidades espaciales v(x, t) en un instante ¢*,
se puede definir una linea de corriente como una curva integral de dicho
campo vectorial, es decir, una curva = ¢(«) en funcién de un escalar « tal
que su vector tangente en cualquiera de sus puntos coincide con el vector
velocidad. Matematicamente,

d(a) = v(c(a),t") . (6.4)

Obsérvese que las lineas de corriente estan definidas para un instante de
tiempo t* y que su forma depende tinicamente del campo de velocidad espa-
cial en dicho instante. Es posible, por tanto, que un instante después o antes
de t* las lineas de corriente cambien. Si se toma una curva cerrada que no
sea una curva de corriente, las curvas de corriente que pasan por cada uno
de los puntos de la primera curva forman una superficie llamada tubo de
corriente. Puesto que las lineas de corriente pueden cambiar con el tiempo,
los tubos de corriente también.

Un concepto relacionado con el de linea de corriente es el de trayectoria,
que ya aparecion en el capitulo 2. Dado un punto & del espacio y un instante
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de tiempo t*, su trayectoria es la unién de las sucesivas posiciones que ocupa
la particula que se ocupa la posicién & en el instante t*. La descripcion
material de esta curva 7(t) es

() = (e~ (@,1),1) . (6.5)

En Mecédnica de fluidos se emplea frecuentemente la descripcion espacial
y ésta requiere, para encontrar la expresién de la trayectoria resolver una
ecuacién diferencial similar a (6.4):

() = v(T(t),t), T7(0)=2 . (6.6)

Para demostrar que esta ecuacion es la forma diferencial de la definicién (6.5)
basta con derivar esta ultima con respecto al tiempo, resultando

() = V(™' (@,1),1) (6.7)

y utilizar la relacién (6.1) entre la velocidad material y la espacial para
obtener

(1) = vl (@,17),1), 1) = v(T(1),1). (6.8)

En general, la linea de corriente que pasa por un punto en un instante es
distinta de la trayectoria de la particula que se encuentra en dicho momento
en ese preciso lugar. Sin embargo, si el movimiento es estacionario, es
decir, si

ov(x,t)
ot
entonces ambas curvas coinciden pues son la solucion a la ecuacién diferen-
cial:

=0, (6.9)

Pt =v(r@), T(0) =z (6.10)

6.1.3. Vorticidad

También recordamos del capitulo 2 que la parte hemisimétrica del gra-
diente espacial de velocidades es el llamado tensor de spin w. Este tensor
tiene un vector asociado definido como

&€ = 2 axial[w] (6.11)

y que se conoce como la vorticidad. Se puede demostrar que la vorticidad
también se puede obtener mediante la expresion:

&(x,t) = Vepxv(x,t) , (6.12)

y que posee multiples aplicaciones en mecédnica de fluidos. Este campo vec-
torial expresa la rotacién diferencial que se produce debido a la deformacién.
Por lo tanto, se dice que una deformacién o un flujo es irrotacional si el
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vector de vorticidad se anula en todo punto. Este campo vectorial sirve tam-
bién para definir una cantidad escalar llamada circulacion. Sea ~ una curva
cerrada fija en el espacio definida en forma paramétrica como x = +'(«). La
circulacién en esta curva se define como la integral

C, = yi'v(a}?t) () da. (6.13)

Si esta curva es el contorno de una superficie > de normal n, por el teorema
de Stokes, se tiene que

Cy = /vaxv(m,t) -n(x) da = /2.5(:10,75) -n(x) da . (6.14)

Nétese que la circulacién alrededor de una curva se puede calcular reco-
rriendo esta en dos sentidos opuestos. Los signos de estas dos integrales son
opuestos.

Una curva tangente en todos sus puntos al campo de vorticidad se deno-
mina linea de wvorticidad y todas las lineas de vorticidad que pasan por
los puntos de una curva cerrada forman un tubo de vorticidad.

Teorema 6.1.1. La circulacion en dos secciones cualesquiera de un tubo de
vorticidad son iguales.

Demostracion. Si tomamos un tramo 7 de un tubo de vorticidad compren-
dido entre dos secciones 31 y Yo del mismo, se tiene que

/va-g(m,t)dv:/va.(vwxv(m,t))dv:o,

pues la divergencia de un campo que a su vez es el rotacional de otro, se
anula. Por el teorema de la divergencia,

0= &(z,t) -n(x)da .
oT
Ademss el contorno de T se divide en tres superficies: 31, Yo y la superficie
lateral ¥y, cuya normal es perpendicular a la vorticidad, pues asi se define
el tubo. Supongamos que 1 y 2 sean las curvas del contorno de X1 y o,
respectivamente. Empleando el teorema de Stokes se sigue que

():/EIU22 &(x,t) -n(x)da
— [ vt si@dat [ vt aha)da.
0¥

0%
La demostracién concluye utilizando el hecho de que las dos integrales de la
expresién anterior estdn recorridas en sentidos contrarios (orientados segin
la normal saliente a 7). Si se usa la misma orientacién para las dos circula-
ciones, se comprueba que éstas tienen el mismo valor. ]



Capitulo 6. Mecanica de fluidos 127

Es inmediato comprobar que la circulacién de dos secciones de un tubo
de vorticidad ha de ser la misma

Teorema 6.1.2 (Kelvin). Sea v, una curva material. El cambio de circula-
cion C,, en el tiempo se puede calcular como:

dc,,
dt

~ § alu@).t) e da (6.15)

stendo a la aceleracion espacial.

Demostracion. Para demostrar este resultado, recordamos que una curva
material ha de ser de la forma v = ¢,(I"), siendo I" una curva en la configu-
racion de referencia. La derivada de la circulacion sobre esta curva se puede
calcular como:

dé,, d ,
3= i P00 ia) do

:iﬁwn@ofw@ﬁﬂmm

—yé (A(L(a),t) - F(I'(@),t) (@) + V(I'(@),t) - F(I(a),t) I'(a)) da

ref

_fgp (A(L (), 1) - F(I'(a), t) T'() + V- (Lo ) (I'(), ) F(I' (), 1) I' () dax
ref

— 74 (a(ye(@),t) + 17 (14(0), ) v((). 1)) - 7i(e) da
Yt
(6.16)

La integral del ultimo sumando se anula pues

74 17 (a0, Dy (m), 1) - 7L ) dor = 75 w1 (@), 1) - Vv ((a), () da

Tt

By NGO

a=20
%da 2

(6.17)

al ser la curva v cerrada. O

6.2. Fluidos perfectos

El primer tipo de fluido que se estudia el llamado fluido perfecto. Esta
clase de fluidos se distingue porque el tensor de tensiones es esférico en todo
punto y de la forma:

o(x,t)=—p(x,t)I . (6.18)
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El escalar p se denomina presién. Algunos autores llaman fluidos perfectos
s6lo a aquellos en los que, ademds de la relacién (6.18), el fluido es incom-
presible.

A partir de la condicién (6.18) se puede comprobar que un fluido de este
tipo no puede soportar, ni transmitir, esfuerzos tangenciales (de cortante).
La fuerza por unidad de superficie que soportan estos fluidos en un punto
y sobre una superficie de normal n:

tx,t) =o(z, t)n(x) = —p(z,t)n , (6.19)

que sélo tiene componente normal. Por ello, y como demostraremos riguro-
samente mas adelante, un fluido perfecto sin rotacién no puede agitarse de
forma que desarrolle tensiones tangenciales. De manera andloga, un fluido
perfecto que tenga rotacion no podra detenerse.

Los fluidos que aparecen en la naturaleza no son nunca perfectos, puesto
que siempre ejercen al menos una pequena resistencia a la cizalladura. Sin
embargo la aproximacién (6.18) es suficientemente buena para la resolucién
de un gran nimero de situaciones de interés, dentro de un cierto rango de
velocidades, temperatura y presion.

6.2.1. Las ecuaciones de Euler para fluidos perfectos incom-
presibles

Consideramos ahora fluidos perfectos que ademads son incompresibles.
La incompresibilidad, como se estudi6 en el capitulo, se puede expresar de
numerosas maneras y recordamos que una de ellas es equivalentes:

Vev(x,t) =0. (6.20)

Sustituyendo la expresion de la tensién caracteristica de los fluidos perfec-
tos (6.18) en la ecuacién de balance de cantidad de movimiento se obtienen,
junto con la condicién de incompresibilidad, se obtienen las ecuaciones de
FEuler:

0
—Vep+pb=p <ar: + Vv v> , Vev=0. (6.21)

6.2.2. El teorema de Bernoulli en fluidos perfectos

Consideramos ahora un fluido ideal, incompresible y homogéneo con fuer-
zas volumétrica aplicadas que derivan de un potencial :

b(xz,t) = —Vp(x,t) , (6.22)

por ejemplo, el potencial gravitatorio. Entonces la densidad espacial es cons-
tante y de la ecuacién de Euler (6.21) se puede deducir que la aceleracién
espacial a deriva a su vez de otro potencial escalar:

1
a= - Vep - Vet = —vw(g +9) . (6.23)
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A partir de la siguiente identidad vectorial

ov 1 9
a=—+ =V (|v X v, 6.24
4 Va0l + (6:24)
siendo & la vorticidad del flujo, y combinando las ecuaciones (6.23) y (6.24),
se obtiene la siguiente formulacién de las ecuaciones de Euler:
ov 1 P
— + =V (|v]? x v =—Vy(- : 6.25
L+ SVallvP) + € o2 41 (6:25)
Consideremos ahora un flujo en régimen estacionario. En estas condi-
ciones, el término %’ se anula. Ademds, como vimos en la seccién 6.1, las
trayectorias coinciden con las lineas de corriente, que son a su vez tangentes
al campo de velocidades. Una linea de corriente es una curva & = ¢(«) con

vector tangente

n(a) =c(a), (6.26)
paralelo a v(c(«)). Empleando la ecuacién (6.25) podemos afirmar que en
todo punto de una linea de corriente:

1 D
= vx(%!vﬁ + % +1) .

Definimos la cantidad escalar

D) = S o) + p(/j” T b(@) (6.28)

y reescribimos la identidad (6.27) como
0=V,®(z) n(x), siendo  x = c(a) , (6.29)

0, lo que es lo mismo,

(®oc)(a)=0. (6.30)

Esta tltima expresion expresa que la cantidad @ definida en (6.28) es cons-
tante a lo largo de los puntos que forman una linea de corriente, y es conocida
como el teorema de Bernoulli.

Una situacién muy habitual en ingenieria es aquella en la que las fuer-
zas masicas derivan de un potencial gravitatorio, (x) = g - es, siendo
g la aceleracion de la gravedad. En este caso la cantidad ® definida en la
ecuacién (6.28) toma el valor

d(z) = ~|v(x))? + p(:) +guxs . (6.31)
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En hidraulica se define mas usualmente la siguiente cantidad, que sim-
plemente cambia de escala la funciéon @,
2
lv(@)|® | ple)

+—+x3.
29 pg

H(x) =

Con estas definiciones, se puede enunciar el siguiente resultado

Teorema 6.2.1 (Bernoulli). En un fluido perfecto, homogéneo e incompre-

sible, sometido a cargas gravitatorias, la suma de la altura geométrica x3,
2

la altura prezométrica p@) y cinética % es una constante a lo largo de

todas las lineas de corriente, si el flujo se encuentra en estado estacionario.

6.2.3. Aspectos energéticos

En un fluido perfecto incompresible la potencia tensional que se desarro-
lla es siempre nula pues, para toda regién material R,

Pren(Ry) = /

a-ddv:/ —pI'ddv:/ —pVevdv=0. (6.32)
R R R

Utilizando este resultado se sigue que si sobre una regién material no se
aplica ninguna potencia externa, su energia cinética se conserva.

6.2.4. Fluidos barotroépicos

Un tipo de fluido perfecto es el denominado barotrdpico. Este tipo de
fluidos se caracterizan porque la presién depende tinicamente de la densidad
y se puede escribir

p(x,t) = m(p(x, 1)) . (6.33)

Gran parte de los desarrollos planteados para fluidos perfectos incompre-
sibles se pueden repetir para fluidos barotréopicos. En concreto, se puede
encontrar una ecuaciéon de Euler para este tipo de fluidos y una expresion
del teorema de Bernoulli. La primera se puede establecer de forma inmediata
y resulta:

ov

ot

—7'Vgp+pb=0p < 3

+ Vpv 'v) , 9 + Vg (pv) = 0. (6.34)
El teorema de Bernoulli para este tipo de fluidos se demuestra de manera
similar al enunciado anteriormente y unicamente es necesario modificar la
expresion de la funciéon @ que se mantiene constante a lo largo de las lineas
de corriente en un flujo estacionario. En el caso de los fluidos barotrépicos
esta funcién queda definida de la siguiente manera

B(a) = slol@)® +1(p(@)) + g5 (6.3
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La funcion escalar v esta definida por la expresion:

o) = [ ’ ”'7(7”) an . (6.36)

siendo a una constante positiva pero arbitraria.

6.3. Fluidos newtonianos

Como se ha explicado ya, en la naturaleza los fluidos siempre oponen
alguna resistencia a la deformacién por cortante, y esto no puede explicarse
mediante los modelos de fluidos perfectos. En esta seccion se presentan los
modelos constitutivos més sencillos y ttiles de cuantos se pueden formular
para representar efectos viscosos.

Estos modelos de material, llamados fluidos newtonianos, se definen
mediante relaciones constitutivas de la forma

o(x,t) = —p(z,t)I + C(x,t)d(x,t) , (6.37)

siendo C un tensor de cuarto orden que depende del material y d = Vi, la
tasa de deformacion. Este tltimo tensor proporciona una cierta medida del
movimiento relativo de las particulas en el fluido. Si consideramos a partir
de ahora unicamente fluidos isétropos y homogéneos, la forma del tensor
constitutivo C se simplifica, y se puede demostrar que éste sélo puede ser de
la forma

C=XMN®I+2ul. (6.38)

y por tanto
o(x,t) = —p(x,t) I + 2 pd(x,t) + M tr[d(x, t)| I . (6.39)

Los escalares A, o son viscosidades caracteristicas del fluido que pueden, en
general, depender de la temperatura y de la deformacién. Sin embargo, en
nuestro tratamiento seran considerados simplemente constantes del material.

En este punto debe de hacerse una aclaracién respecto del concepto de
presion. En la relacién constitutiva (6.37), el campo escalar p se denomina
presion hidrostdtica pues corresponde a la Uinica presion que existiria en
condiciones estaticas, es decir d = 0. Sin embargo, en condiciones dindmicas
generales, puede existir cierta confusion entre lo que es la presion y la media
de los valores del tensor esférico de tensién pues tanto la parte debida a la
presion hidrostatica como la debida a la viscosidad pueden tener componente
esférica. Por ello se define la presién media como

1 1
DPmed = —gtr[a] =p-— gtr[Cd] ) (6.40)

Esta presién media coincide, por lo anteriormente expuesto, con la presion
hidrostética en condiciones de reposo del fluido.
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Para un fluido newtoniano isétropo podemos expresar la ley constituti-
va (6.37) también de la forma:

o = —pI + A(tr(d))I + 2u(%(tr(d))I + desv]d))
=—pl+(\+ g,u) tr(d)I + 2pdesvid] (6.41)

2
=-—-pl+(\+ g,u) Vz-v I+ 2pdesvid].

En la ultima igualdad hemos empleado la relacion tr(d) = V,-v, cuya
demostracién es trivial. La constante kK = A + %,u es la llamada viscosidad
volumétrica, puesto que es la que afecta a la parte esférica del tensor tasa
de deformacion. Empleando este concepto, podemos escribir una ley consti-
tutiva para la parte esférica de la tension y otra para su parte desviadora:

desv[o] = 2u desv(d],

6.42
Pmed =P — K Vg-v . ( )

6.3.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

A continuacién estudiamos la forma de la ecuacién del balance de can-
tidad de movimiento en el caso de un fluido newtoniano. Esta ecuacién se
conoce con el nombre de Navier-Stokes y es la mas empleada para simular
flujos en fluidos reales. Ahora bien, su resolucién debe de realizarse emplean-
do métodos numéricos pues, como se verd ahora, su tratamiento analitico
no es sencillo.

Para formular las ecuaciones de Navier-Stokes basta con desarrollar el
término de la divergencia del tensor de tensiones, teniendo en cuenta la
ecuacién constitutiva (6.41). Se comprueba el siguiente resultado:

Vo = Vg [—pI + AV vI+2ud] = —Vgp+ (A4 1) Ve Vig-v+ plv . (6.43)

Sustituyendo esta expresion para la divergencia del tensor de tensiones
se obtiene las ecuacién de Navier-Stokes:

v

— VgD + ()\‘i‘/‘)VmeU‘FMA’U-FPb: p(at

+ Vv v) . (6.44)

En el caso de que el flujo sea incompresible, las ecuaciones de Navier-Stokes
se simplifican:

v

- wp_‘_/lA’U‘f'pb:p(at

Vev=0.

+Vev v) (6.45)
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6.3.2. Aspectos energéticos

La presencia de viscosidad en los fluidos tiene el efecto de que la energia
se disipa por su causa. A diferencia de los fluidos perfectos incompresibles,
donde la energia cinética se conserva en ausencia de fuerzas exteriores a
continuacién demostramos que la energia cinética en los fluidos newtonianos
incompresibles puede decrecer debido a la viscosidad. En la practica esto
conlleva a que un fluido viscoso contenido en un recipiente y con un campo
de velocidades no nulo ird “parandose” debido a la disipacion.

Para ello recordemos que el teorema de las fuerzas vivas establece que
sobre una regién material R; cualquiera

Pot(Ry) = K(Ry) 4 Pien(Ry) - (6.46)

Si la potencia exterior aplicada sobre una regién material es nula entonces
la variacion de energia cinética se puede obtener de la siguiente manera:

K(Rt) — *Pten(Rt%

——/ o-ddv
R

= — —poI +2ud) - d dv
/Rt( p pd) (6.47)
_ / (—pVev + 20|d]?) dv
Rt
-2 [ uld? @
R

La cantidad obtenida nunca es positiva y de hecho es negativa siempre que
haya algo de friccién entre las particulas del fluido o con el contorno.

6.3.3. EIl ntimero de Reynolds y el flujo de Stokes

Una técnica muy empleada en las ciencias, y en particular en el diseno de
experimentos, es la busqueda de cantidades adimensionales que reflejen, de
alguna manera, la magnitud de los principales efectos que se quieren medir
en un experimento, y sus relaciones entre ellos.

Exiten multitud de nimeros adimensionales, normalmente asociados a
nombres de investigadores de su campo correspodiente. En mecénica de flui-
dos uno de los més importantes es el niimero de Reynolds, que describimos
a continuacion. Consideremos el flujo de un fluido. Sea V' la magnitud de
una velocidad caracteristica del problema, y L una longitud también carac-
teristica. El nimero de Reynolds se define como:

_ pVL
—M )

Re (6.48)
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Un ntimero de Reynolds alto indica que el flujo que se estudia los efectos
inerciales son importantes comparados con los efectos viscosos, y viceversa.
Para que en la resolucién matematica de un problema sea razonable ignorar
los efectos viscosos (es decir, emplear un modelo con un fluido perfecto) es
una condicién necesaria que el nimero de Reynolds sea muy grande.

En el caso opuesto, cuando el nimero de Reynolds es muy pequeno, los
efectos viscosos son mucho més importantes que los efectos inerciales (no se
puede decir simplemente que la viscosidad es mucho mayor que la densidad)
y éstos ultimos se pueden ignorar. Cuando los efectos inerciales se desprecian
en la ecuacion (6.45) de Navier-Stokes de un fluido incompresible obtenemos
las ecuaciones del flujo de Stokes:

~Vep +vAv+b=0, Vev=0, (6.49)

con v = u/p. Estas ecuaciones se usan como modelo matemético para flujos
lentos de fluidos viscosos.

6.3.4. Fluido newtoniano con transmisién de calor

De manera breve resumimos las ecuaciones que rigen el movimiento y
la energia de un fluido newtoniano en un flujo no isotermo. A la ecuaciéon
de continuidad y la ecuacién de balance de cantidad de movimiento hay
que anadir la ley constitutiva para la tensién tal y como aparecen en la
ecuacién (6.41). Ademds, para el caso de un fluido compresible es necesa-
rio proporcionar un modelo para describir la relacién entre la presién y la
densidad, que de manera general se puede escribir como

F(p,p,0) =0, (6.50)

y se conoce como la ecuacion de estado. Para cerrar el modelo es necesario
postular también una relacién entre la energia interna y el resto de variables.
Lo maés usual es utilizar una ecuacion calorica de la form

u=f(p,0), (6.51)

y una ecuaciéon como

q(x,t) = k(x)Vih(x,t) (6.52)

que relacione el flujo de calor y el gradiente de temperatura.

6.4. Fluidos no newtonianos

El comportamiento de algunos fluidos no queda bien reflejado por las
soluciones que se obtienen de las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos inclu-
yen fluidos con polimeros o sedimentos en suspension, la sangre y otros. Por
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ejemplo, se ha observado que ocasionalmente que los coeficientes de viscosi-
dad dependen de la tasa de deformacién y en otras ocasiones que la respuesta
del fluido tiene memoria, es decir, que depende no sélo de la deformacién en
ese instante sino también de las deformaciones pasadas.

Los modelos de fluidos no newtonianos pueden ser complejos y no es
el objetivo entrar en una descripcion detallada de los mismos. Concluimos
esta seccién simplemente enunciando un modelo constitutivo de este tipo, el
fluido de Reiner-Rivlin, cuya expresion es:

o=—pl+opd+ ard? | (6.53)

siendo a;..f, o1 dos funciones escalares de los invarianes de la tasa de defor-
macion.

6.5. Hidrostatica

En esta ultima seccion del capitulo presentamos las ecuaciones de la
hidrostatica de fluidos y desarrollamos algunos resultados de interés. Antes
de continuar, merece la pena indicar que en condiciones estaticas la tasa de
deformacién se anula y por tanto los fluidos perfectos, newtonianos y los
no newtonianos se comportan de la misma manera. En todos estos casos, el
tensor de tensiones es:

o(z) = —p(x)I . (6.54)

Esta simple propiedad permite demostrar el principio de Pascal, que
afirma que en un fluido en condiciones de reposo la magnitud de la fuerza
normal a una superficie es independiente de la orientacion de la misma. Para
demostrar esta propiedad basta con calcular el médulo de la fuerza normal
sobre una superficie con vector normal n(x):

fo=0o(@n(x) n(r) = —p@)n(z) n(x) = —p(=) . (6.55)

En segundo lugar, en condiciones de reposo, la acelaracion espacial en el
fluido también se anula. Por esta razén, y utilizando la ecuacién (6.54), la
ecuacién de equilibrio estatico para todo tipo de fluidos es sencillamente

—Vep+pb=0. (6.56)

6.5.1. Presion hidrostatica debida a la gravedad

Una aplicacion de la hidrostatica muy comun es considerar la presién en
el interior de un fluido debida a la fuerza de la gravedad. Si se considera
un sistema de coordenadas cartesiano donde x3 es la direccién vertical con
sentido hacia arriba entonces las fuerzas masicas son b = —ges y la ecuaciéon
de equilibrio (6.56) es:

Vzp(x) —pges =0. (6.57)
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Suponiendo un valor de referencia p = 0 cuando x3 = 0, entonces la
ecuacién en diferencias parciales (6.57) se puede resolver exactamente y su
solucién es:

p(x)=—pgxs . (6.58)

6.5.2. El principio de Arquimedes

El principio de Arquimedes afirma que todo cuerpo sumergido en un
fluido en reposo experimenta un empuje vertical y hacia arriba igual al peso
del fluido desalojado.

Para demostrar este principio supongamos, como en el caso anterior, un
sistema de coordenadas cartesiano con el origen en la superficie libre del
fluido y con el eje x3 en direccién vertical y hacia arriba, de forma que la
fuerza de gravedad sea b = —g ej3.

En segundo lugar, postulamos que el campo de tension en el cuerpo
sumergido es o(x) = pgasl. Para verificar esta hipétesis basta con com-
probar que tanto la condicién de equilibrio en el cuerpo como las condiciones
de contorno (la presién en el contorno es la debida al fluido) se cumplen:

Veo+pb=pge.+p(—g)es =0, on=pgrsn=—p(x)n . (6.59)

Una vez comprobada la hipétesis basta con calcular la fuerza total sobre
el cuerpo sumergido mediante el teorema de la divergencia:

F = tda:/ on da = Vm-adv:/ pges = Mges, (6.60)
BBt 6Bt Bt Bt

que coincide con el resultado del principio de Arquimedes.

6.6. Condiciones de contorno en fluidos

Cuando se quiere resolver un problema concreto, ya sea de sélidos o
fluidos, es necesario plantear las ecuaciones en derivadas parciales que lo
gobiernan y las condiciones de contorno que sobre dicho cuerpo se imponen.
En Mecédnica de Fluidos este dltimo aspecto es delicado y merece la pena
dedicar una seccion a describir los principales tipos posibles.

Condicién de contorno de velocidades impuestas (condicién de Di-
richlet) En partes del contorno de un volumen material o de control las
velocidades son a veces conocidas y de valor v(x,t). Es el caso, por ejemplo,
de el campo de velocidades en la entrada a un recipiente cualquiera cuando
el fluido llega por una tuberia. En este caso se sabe que el perfil de veloci-
dades es parabdlico o muy parecido. La expresion matemaéatica de este tipo
de condiciones de contorno es, si la regiéon donde se conoce la velocidad es
I, de la forma:

v(x,t) = v(x,t) x e I,V . (6.61)
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Condicién de contorno de impenetrabilidad Otra condicién de con-
torno muy habitual es la que expresa que el flujo no puede penetrar en las
paredes del recipiente que lo contiene. En este caso, y si el la pared del reci-
piente tiene vector normal n, la velocidad del fluido ha de ser tangencial a
esta superficie, es decir, que en la pared I,

(v(x,t) — v(x,t)) -n(x) =0 xel)pVt, (6.62)

siendo v la velocidad de los puntos en la pared.

Condicién de adherencia Los fluidos viscosos no sélo no pueden pene-
trar las paredes de los recipientes que los contienen sino que sus particulas
en contacto con las paredes deben tener velocidad relativa nula con respecto
a la posicion de estas ultimas. En este caso pues, la condicién de contorno
en toda pared I, es:

v(x,t) = v(x,t) x e l)Vt. (6.63)

Condicién de contorno de tensiones o presiones Ademads de las ve-
locidades, también se pueden prescribir los valores de las tensiones en partes
del contorno. Si los vectores de tensién tienen un valor conocido ¢ en el con-
torno I} entonces las este ultimo tipo de condiciones de contorno son de la
forma:

o(xz,t)n(x) = t(x,t) x e I,V (6.64)

En algunas circunstancias tinicamente se impone el valor de la presién p

p(x,t) = p(x,t) x e Iy, Vt. (6.65)

Condiciones de contorno mixtas Es también posible imponer condi-
ciones de contorno mixtas que incluyen velocidad y presién. Por ejemplo, se
puede imponer en una regiéon del contorno por un lado la presién y por otro
las componentes tangenciales de la velocidad. Alternativamente, se podria
imponer la componente tangencial de la tensién y la componente normal de
la velocidad.

Condicién de superficie libre La ultima condicién, la de superficie li-
bre, es algo mas compleja y sirve para especificar, de forma implicita, la
evolucién de la superficie libre de un fluido en movimiento. A diferencia de
las anteriores condiciones de contorno, esta sirve para determinar el contorno
libre I3, que no es fijo.

Existen dos manera de establecer esta condicién. La primera y més sen-
cilla consiste en imponer que la superficie libre estd formada por aquellos
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puntos del fluidos cuya presién es igual a la del fluido que lo rodea. En el
caso de un fluido situado al aire libre la condicién se expresa como:

I=A{x:p(x,t) = pam} , (6.66)

siendo pgrm la presién atmosférica.

Una aproximacién frecuente que sirve para determinar la posicién de la
superficie libre es imponer que ésta se trata de una superficie material, es
decir, formada siempre por las mismas particulas. Si dicha superficie viene
expresada, en todo instante ¢, como una ecucién escalar de la forma ¢(x,t) =
0 y las particulas son siempre las mismas = ¢ (X, t), entonces

O¢(x, t)

0= (@) — 0= %m,t) = V(e ) vl 1) + 2O (667

en todos los puntos x € I7.
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Resumen de formulas

importantes

7

Linea de corriente
Trayectoria

Vorticidad

Circulacion

Fluido perfecto

Ec. Euler

T. Bernoulli

Fluido newtoniano isétropo

Ec. Navier-Stokes

d(a) = v(c(a),t)

7/(t) = v(T(t),t)

E=2w=V_yxv

Cr = fpv- dzx
o=—-pl

~Vp + pb = p 22

@:@+%+gx3:const.
o=-pl+2ud
—Vp+ pAv + pb = P%?

Vev =0
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Problemas

Problema 6.1. Demostrar que la aceleracién espacial se puede calcular

Ccomo 5
ov |v|
a—at—{—vw<2>+§><’v,

siendo £ el campo vectorial de vorticidad.

Problema 6.2. Demostrar que la densidad espacial p = p(«,t) de un fluido
homogéneo e incompresible es constante.

Problema 6.3. Demostrar que para un fluido barotrépico en el campo
gravitatorio (orientado segin es) la cantidad

G(@) = (@) +1(p(w)) + g s

se conserva a lo largo de las lineas de corriente de un flujo estacionario,

siendo o)
T
v(p) = / nn dn,

y @ una constante arbitraria, pero positiva.

Problema 6.4. Se desea estudiar el llamado flujo plano de Couette que
modela el movimiento estacionario de un fluido incompresible entre dos pla-
cas infinitas separadas una distancia h y sin ninguna fuerza exterior. Una
de las placas esta quieta y la otra se mueve con direccién fija en su plano y
modulo U.

Para estudiar este problema se escoge un sistema de coordenadas carte-
siano (z,y, z) siendo z la direccién de la velocidad de la placa mévil y z la
direccién normal a ambos planos.

Suponiendo que el fluido es Newtoniano e incompresible, se pide:

a) Explicar, usando un razonamiento geométrico, por qué ni el campo de
velocidades ni el de presiones puede depender de las coordenadas z, y.

b) Demostrar que si la velocidad espacial es de la forma v = f(z)% enton-
ces la condicién de incompresibilidad se cumple.

¢) Demostrar, a partir de la ecuacién de Navier-Stokes, que f”(z) = 0.
Utilizando las condiciones de contorno de la velocidad (ha de ser nula
en contacto con la placa fija y de médulo U en los puntos de contacto
con la placa mévil) demostrar que v = %z

d) Encontra el valor de la tensién tangencial necesaria para deslizar la
placa superior.
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Problema 6.5. Demuestra que las ecuaciones de Euler para fluidos perfec-
tos e incompresibles se pueden escribir como

_ Ov
~ ot
Problema 6.6. El flujo de Stokes se caracteriza por tener un nimero de

Reynolds muy bajo, es decir, porque las fuerzas inerciales son mucho mas
pequenas que las viscosas.

—Vep+pb + pVp- (v ®@ V) Vev=0.

= Obtener, a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones
del flujo de Stokes para un flujo estacionario e incompresible.

Se considera ahora el flujo plano de Stokes alrededor de un cilindro de
radio a. En coordenadas cilindricas con origen en el eje del cilindro, la
velocidad del fluido se pude escribir como

3a a’ 0 3a  bHad 0
Up = Voo 1—5—%% cosf , Vg = Voo _1+E+R sin6 .

= Comprobar que lejos del cilindro la velocidad tiene sélo componente
horizontal y que su moédulo es voo.

= Calcular el valor de la presién en todos los puntos de la superficie del
cilindro.

Nota: El operador laplaciano en polares tiene por expresién

93v, 1 Ovy 1 9%v, v
+

— ar? r Or r2 902 r2 r2 00
{Av}— 0%vp l%_kiﬁ_vfe_i_l@vr
or? r or r2 902 r2 T r2 90

Problema 6.7. Demuestra que el modelo constitutivo de Reiner-Rivlin es
objetivo.

Problema 6.8. Un fluido tiene un deformacion que se puede expresar de
la forma (X ,t) = Q(t)X, siendo Q(t) un tensor de rotaciéon. Empleando
coordenadas cartesianas tanto para la configuracion de referencia como para
el espacio, el tensor Q tiene por matriz

cos(ft) sin(ft) 0
[Q(t)] = | —sin(Ot) cos(ft) 0]
0 0 1

donde 6 es una constante.

a) Calcular la deformacién inversa « — X.

b) Encontrar la expresion de la velocidad material y la velocidad espacial.
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¢) Calcular la aceleracién espacial.

d) Describir las lineas de corriente y los tubos de vorticidad del fluido.

Problema 6.9. El campo de deformacion de un fluido es

_ t?
(X1, Xo, X3) = ("7 X1, €77 X5, (14 ) Xs)
donde X; son las coordenadas cartesianas de los puntos en la configuraciéon
de referencia y 7 es una constante con dimensiones de tiempo. Para este
medio:

a) Calcular la velocidad material y la espacial.

¢) Encontrar la expresion de las lineas de corriente en el instante £ = 7.

d) Caracterizar el tipo de flujo estudiado usando adjetivos que describan

el campo de velocidad.

)

b) Calcular la aceleracién espacial de dos maneras distintas.
)
)



Capitulo 7

Mecanica de solidos

Los sélidos se caracterizan por tener una configuracion especial, distin-
guible entre todas las demds que se suele tomar, sin perder generalidad,
la configuracion sin deformar y libre de tensiones. Las tensiones por tanto
y otros efectos termodindmicos aparecen cuando la deformacién separa al
cuerpo de esta configuracién singular. Por ello, y utilizando el principio de
accién local, se puede concluir que para conocer las tensiones, energias y
densidad en un punto es neceario conocer, en principio, la historia completa
del gradiente de deformacion y la temperatura.

En este capitulo, para simplificar el planteamiento, vamos a suponer
siempre que las condiciones a las que estan sometido los cuerpos son isoter-
mas. Adn con esta restriccién el nimero y tipo de modelos que se pueden
emplear es muy numeroso pues la dependencia funcional de la respuesta
con relacién a la historia complica mucho la formulacién. Asi pues, en este
capitulo sdlo consideramos modelos elasticos, dejando los ineldsticos para
cursos mas avanzados.

7.1. Elasticidad

Definimos un material eldstico como aquel para el que la tensién no-
minal se puede expresar —en cada punto e instante— como una funcién del
gradiente de deformacién, también evaluado en ese mismo punto e instante
y las propiedades del punto material en el que se evalia, es decir,

~

P(X,t) = P(F(X,1),X). (7.1)

Para aligerar la notacién, escribiremos en este capitulo siempre P = P(F)

La relacién (7.1) es el punto de partida de al elasticidad no lineal, en
contraposicion con los modelos de material que se emplean en elasticidad
clésica. Los primeros permiten representar la respuesta de un gran niimero
de materiales (metélicos, poliméricos, orgénicos, ...) en un rango de defor-
macién arbitrariamente grande. La limitaciéon de estos modelos no es tanto

143
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que la expresién (7.1) no sea valida en un rango muy amplio, como que los
materiales después de una cierta deformacién empiezan a manifestar com-
portamiento inelastico, se danan, etc.

También es conveniente poner de manifiesto que la respuesta de los ma-
teriales reales depende, a veces de manera muy marcada, de la velocidad de
deformacién. Asi, un material que se comporta elasticamente para un rango
de deformacién grande cuando se carga despacio puede romperse con muy
poca deformacion si se carga rapidamente. A los procesos de carga muy len-
tos se los conoce como procesos cuast estdticos y en ellos nos centraremos
en este capitulo.

7.2. Hiperelasticidad

Algunos materiales eldsticos poseen un propiedad termodindmica que
los hace muy atractivos, ademds de sencillos de formular, por lo cual son,
en la practica, los dnicos que se emplean. Para describirlos, comencemos
por considerar un ciclo de deformacién, es decir, un proceso en el cual la
deformacién inicial y final sean iguales. En este tipo de procesos podemos
calcular el trabajo total de las fuerzas externas sobre una regién cualquiera

Ccomo
Weir= § | [ prsBroav+ [ Tpaa
Rref Cr"Rfref

Si el proceso es cuasi-estatico se pueden ignorar todas las fuerzas inerciales
que actian durante el mismo. En él, y por el teorema de las fuerzas vivas,
el trabajo empleado se puede expresar también como

Wem:jf P:Fdv dt:/ [%P:th] dv . (7.3)
7z'r‘ef Rref

Motivado por a esta expresion se define un material hipereldstico como
aquel para el que se puede realizar cualquier ciclo de deformacién cuasi-
estatica sin aplicar un trabajo neto. Empleando la tdltima ecuaciéon conclui-
mos que P : F'dt ha de ser un diferencial exacto y por tanto ha de existir
una funcién W, que la llamamos la funcion de energia almacenada o
funcion de energia interna tal que

dt . (7.2)

P=PF,X)= (?;Z(F, X) . (7.4)

La funcién de energia almacenada proporciona un mecanismo muy util
para formular modelos de materiales sélidos. Sin embargo, no se puede uti-
lizar cualquier funcién escalar para representar una energia interna. Como

se vio en el capitulo 5, al menos esta funcién ha de ser objetiva, es decir,
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que para cualquier rotacion @ y cualquier gradiente de deformcién F ha de
verificarse que R R
W(QF,X)=W(F,X) . (7.5)

La forma més sencilla de asegurar esta condicién es suponer que existe una
segunda funcién W tal que

W(F,X)=W(F'F,X), (7.6)

es decir, que la energia almacenada depende del gradiente de deformacion
a través del tensor derecho de Cauchy-Green. En este caso vemos que, de
forma natural, se cumple que

W(QF,X)=W(FTQTQF,X)=W(FTF,X)=W(F,X). (7.7

Recordemos que la densidad de potencia interna por unidad de volumen
de referencia se puede escribir como

) ) 1.
W:P:F:S:§C:JU:D. (7.8)
A partir de estas relaciones y la ecuacién (7.6) concluimos que
8W oW oW

(7.9)

La forma més sencilla, por tanto, de formular una relacién constitutiva

objetiva es usar una energia almacenada en funcién del tensor derecho de

Cauchy-Green, cuya derivada —salvo por un factor igual a 2— coicide con

el segundo tensor de tensién de Piola-Kirchhoff. Esto explica por qué este

tensor, cuya interpretacion fisica no es tan clara como la del tensor de Cauchy
o el de tensién nominal, es tan usado en mecanica de sélidos.

7.2.1. Materiales elasticos e isétropos

En el capitulo 5 se presenté el concepto de simetria material. Segun este,
un material es tsotropo en una particula X si su grupo de simetria es el
de todas la rotaciones, es decir, si para todo tensor de rotacion Q y todo
gradiente de deformacién F' se verifica que

W(FQ,X)=W(F,X). (7.10)
En términos de la funcién W la relacién (7.10) implica que
wQTcQ,x)=w(C,X). (7.11)

Esta condicién es equivalente a exigir que la funcion W sélo dependa de C
a través de sus invariantes. Se puede por tanto formular que un material
hiperelastico, objetivo e isétropo tiene por funciéon de energia almacenada

W(C,X)=W((C), I5(C),I3(C), X) . (7.12)
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Para poder calcular las tensiones serd necesario conocer la derivadas de
los invariantes respecto de sus argumentos. Resumimos aqui el resultado que
dejamos como ejercicio

on .,
%(C)—I7

gg(C) _ni-c, (7.13)
oy .

7.2.2. Modelos desacoplados

Como en el caso de los fluidos, estd justificado desacoplar la respuesta
constitutiva volumétrica del resto. Para ello definimos un nuevo tensor de

deformacién .
C =det(C)"\3C = J?1C (7.14)

que satisface, por definicién, det C' = 1. Si queremos formular modelos que
descoplen la respuesta volumétrica del resto podemos postular energias al-
macenadas que tengan por expresion

wW(C)=U(J,X)+W(C,X), (7.15)

siendo ahora U la parte de la energia almacenada que modela la respues-
ta volumétrica. Existen varias formas estandar de representar esta energia,
como por ejemplo,

0y x) = ")y gy

2
0s(J, X) = “(f ) (log J)? | (7.16)
Us(J, X) = “(f) (J2—1—2logJ) .

En todas ellas, la constante x tiene el papel de una rigidez volumétrica del
material. Para materiales isétropos, ademas, podemos combinar las ecuacio-
nes (7.12) y (7.15) para escribir la energia almacenada como

W(C,X)=U(J,X)+W(L(C),L(C), X) . (7.17)

7.2.3. Material neohookeano

El modelo constutivo mas sencillo se conoce con el nombre de modelo
neohookeano y utiliza sélo una constante para la respuesta no volumétrica.
La energia almacenada tiene por expresiéon

W(C, X)=U(J,X)+ ’1(2)()(11(@) -3). (7.18)
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El escalar p = i(X) define una rigidez a la distorsién, que no de volumen, y
que puede depender del punto. Si empleamos una energia almacenada para
la parte volumétrica de la forma (7.16) se puede demostrar que, en defor-
maciones muy pequenas, la constante u coincide con el médulo de cortante
de la teoria clasica de la elasticidad.
El segundo tensor de Piola-Kirchhoff de un material neohookeano es
oW

§=255(C.X) = (U’(J)J - %tr(é’)) C B (7.19)

Por tanto, la tensién de Cauchy se puede evaluar como
_ l T _ (7 M 5/3 —5/3
o= JFSF = (U (J) 3 J tr(C) ) I+ pJ (boy) . (7.20)

7.2.4. Material de Moony-Rivlin

El modelo neohookeano tiene la evidente ventaja de ser muy sencillo, y
cuando se escogen sus constantes de manera correcta, tiene sufiente preci-
sién para representar materiales que sufren sélo deformaciones moderadas
antes de pasar a comportarse ineladsticamente, como los metales, por ejemplo.
Sin embargo, para otros materiales que pueden experimentar deformaciones
elédsticas muy grandes, por ejemplo algunos polimeros, el modelo neohoo-
keano no tiene suficiente precision. Existen numerosos modelos para este
tipo de aplicaciones. Todos ellos emplean mas constantes y resultan més
complejos de calibrar. El siguente modelo, en relacién a su complejidad, es
el de Mooney-Rivlin, cuya energia almacenada tiene por expresion

02(2X)(12(é) —3). (7.21)

W(C, X)=U(J,X)+ (I(C) —3) +

C1(X)
2
En este modelo la funcién U sigue representando la respuesta volumétrica;
las constantes C7,Cy que deben ser ambas positivas, son responsables de

calibrar la respuesta asociada al cambio de forma.

7.3. Incompresibilidad

La respuesta de todos los materiales sélidos es compresible. Sin embar-
go, hay algunos tipos de materiales en los que la deformaciéon volumétrica
es mucho maés pequeiia que el resto en cualquier movimiento o deforma-
cién que realicen. Para estos materiales resulta conveniente suponer que son
completamente incompresibles pues asi las ecuaciones se simplifican.

En la seccién 7.2 se comentd que los materiales hiperelasticos pueden
definirse como aquellos en para los cuales el trabajo ejercido sobre una region
de un cuerpo en un ciclo cualquiera es nulo. Matematicamente esta condicion
se expresaba como W = P : F o en alguna de sus equivalencias.



148 Mecanica de medios continuos 1. Romero

Los movimientos de un sélido incompresible no son del todo arbitrarios
pues ha de cumplirse que J = 1 o equivalentemente,

0=J=JFT.F. (7.22)

Por esta razon, para un material hipereldstico sélo podemos asegurar que
una parte de la tensién nominal deriva de una energia almacenada, pero que
hay otra parte —paralela a F~7— que queda indeterminada por la relacién
constitutiva. Escribimos pues que

P=-—_pF T, 5:2%— c!, Uocp:2Fg—I;/FT—pI,

(7.23)
siendo p una funcién escalar que llamamos, con en el caso de los fluidos, la
presion.

La presion en un solido incompresible, por tanto, no se puede obtener
del modelo constitutivo, como también ocurria con los fluidos. Es una con-
tribucion a la tensién que aparece para imponer la restriccion de que la
deformacién sea isocédrica, es decir, que J = 1.

7.4. Formulacién completa del problema

En mecénica de fluidos vimos que al reemplazar la expresion de la ten-
sién, bien para un fluido perfecto o para uno newtoniano, se obtenia una
expresion simplificada de la ecuacién del balance de cantidad de movimien-
to. Esto no es asi, en general, para los sélidos. Los modelos constitutivos que
se emplean para representar sélidos, empezando por el neo-hookeano, son
tan complejos que no se puede obtener una expresion andloga a las ecua-
ciones de Euler o de Navier-Stokes. En su lugar, cuando se desea recoger
las ecuaciones que goviernan el problema del movimiento de un sélido ha de
emplearse la ecuacién original del balance de cantidad de movimiento y su-
plementarse con el modelo constitutivo. Como todas las expresiones son mas
cémodas cuando se expresan en la configuracion de referencia, los problemas
de sélidos se presentan, habitualmente, con una formulacién Lagrangiana.
Asi pues, para hiperelasticidad, se escribiria el problema como

vA’('I__)_‘_pr’efB = prefA )
ow
P=2F—_— 7.24
. (720
C=Vx¢' Vxep .

7.5. Formulacion variacional de la elasto-estatica

Consideremos otra vez en esta seccion los problemas cuasi estaticos de
solidos elasticos. El siguiente resultado idenfitica sus soluciones como los
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minimizadores de un cierto funcional. Esta reformulacién tiene consecuencias
de muy largo alcance. Desde el punto de vista matematico permite estudiar
la existencia de soluciones empleando herramientas muy potentes del calculo
variacional. Ademads, es el punto de partida del método de aproximacién de
Ritz, que a su vez puede considerarse la base del método de los elementos
finitos. El nombre que tiene este resultado es el principio de la minima
energia potencial, pues conceptualmente estd al mismo nivel que la ley
de conservacion de la cantidad de movimiento. En realidad cualquiera de
estos dos resultados se puede postular y el otro se puede considerar como
un corolario.

Teorema 7.5.1 (Minima energia potencial). Sea S es espacio de deforma-
ciones admisibles, es decir,

S={p: By >R @©(X)=0 para X € 0,B,ef} - (7.25)

En un problema cuasi estdtico, la solucion @ de problema eldstico minimiza
la energia potencial

Vie) = ; W(Vxe(X), X)dV
ref

[ 0B eX)av - [ T(X) - p(X) da
ref OrBref
(7.26)

entre todas las funciones del espacio S. Es decir, para cualquier i € S, se
cumple que

Vie) <V(y) . (7.27)

Demostracion. Para demostrar este resultado tomamos las siguiente pertur-
bacién de la configuraciéon

P (X) = @(X) + edp(X) ,

donde d¢ es una variacion de la deformacién, es decir, una deformacion
arbitraria que es identicamente nula en 0,8, s. Un minimizador de la energia
potencial ha de satisfacer la condicién de optimalidad

0
0= 5 ViedX)).

Operando esta identidad encontramos que
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0= [ T (Txe(X). X) Vx(0p(X))aV
Bref
<[ X B S0V - [ T(X) - sp(X)
Bref aTBref

_ /B P - Vx (5p(X))dV
ref

[ X B b0V - [ T(X) - sp(X)
Bref 6TBref

:/ —VX-P-égo(X)dV—F/ PN -6p(X)dA
B’V‘Ef 8TBref

[ B0 b0V - [ T(X0) - sp(X) A
Brey OrBref

Como la variacién es arbitraria concluimos que
Vx-P—‘rprefB:O, PN =T .

Con esto queda demostrado que un minimizador es aquella deformacién que
satisface las ecuaciones del equilibrio. O

7.6. El principio de los trabajos virtuales

Presentamos, finalmente, una forma alternativa mas de formular las
ecuaciones del equilibrio de cualquier sélido deformable, no necesariamen-
te elasticos. Esta tercera formulacién se conoce como la forma débil del
problema y es el punto de partida del método de aproximacién de Galerkin,
que a su vez es la base del método de los elementos finitos.

Teorema 7.6.1 (El principio de los trabajos virtuales). En un problema
cuasiestdtico, la solucion ¢ satisface

/ P-wadV—/ prefB(X>"lUdV—/ T -wdA, (7.28)
Bref Bref 8TBT€f

para cualquier w € S y siendo P = P(F, X).

Demostracion. Empezamos demostrando que si una deformacién satisface
(7.24), entonces cumple el princpio del los trabajos virtuales. A partir de la
ecuacion del equilibrio Vx-P + p..; B = 0 es inmediato comprobar que

0= [ (VP+pB)wav
Bref



Capitulo 7. Mecéanica de sélidos 151

para cualquier w € S. Integrando por partes el término de la divergencia se
obtiene directamente

0:/ (Pva+prefB)w)dV+/ PN -wdA .
BT@f 8Bref

Utilizando la propiedad de que las funciones de S son idénticamente nulas en
0,B;er queda demostrado que la ecuacion del equilibrio implica en principio
de los trabajos virtuales.

Para demostrar la equivalencia en sentido contrario integremos por par-
tes la ecuacion (7.28) para obtener

0:/ (VX-P—i—prefB)-de—l—/ (T— PN)-wdA. (7.29)
Bref aBTEf

A continuacién, consideremos primero una funcién ¢ : Br.y — R que sea
diferenciable, positiva en todo su dominio y que se anule en 0B,..y. Después,
en la expresion (7.29) seleccionamos w = ¢ - (Vx-P + p,.s B) y, empleando
la propiedad de que % se anula en el contorno, obtenemos

0=/ ¥ [Vx P+ prey B> dV . (7.30)
Bref

Como ¥ > 0, el resto de el integrando debe ser nulo y comprobamos la
ecuacion del equilibrio en el interior del cuerpo. En segundo lugar, escogemos
ahora una funcién 7 : B,y — R que sea diferenciable, nula en 0,B,.f y
positiva en O7B,¢¢. En la ecuacién (7.29) empleamos el resultado ya obtenido
de que deformacién cumple el equilibrio en el interior y seleccionamos w =
n- (PN —T) por lo que

0= / n|PN —T|*dA . (7.31)
8TBTef

Como n > 0, el resto del integrando debe anularse y por tanto la ecuacién
del equilibrio en el contorno debe de cumplirse. ]
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Resumen de féormulas importantes

Material hiperelastico P = %—VIL/
77 00 oW
Soélido objetivo S =255
Sélido objetivo incompresible S = 2%—‘2{ —pC~!
Solido isétropo W =W(hL, I, I3)
Modelo neohookeano W(C)=U(J) + %(Il(é) -3)
J=VdetC, C=J23C
/1s g g oW -T
Sélido incompresible P =% —pF
Energfa potencial V= fB'ref W (Vxe)dV — Veui(p)
Vewt = fBTef prefB : (PdV
+ faNB'ref T * SOdA
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Problemas

Problema 7.1. Demostrar que el tensor izquierdo de Cauchy-Green b tiene
los mismos invariantes que el tensor derecho de Cauchy-Green C'. Usando
este resultado, demostrar que para un soélido elastico e isétropo la tension
de Cauchy se puede calcular con la expresién

2 baW
o=—-b—.
J 0b
Problema 7.2. Dibuja las funciones Ul, Ug, ﬁg y comenta sobre sus valores
limite. ;Cuédl(es) de ellas parece mas adecuada para modelar la respuestas
volumétrica de un sélido?

Problema 7.3. Se desea estudiar la deformacién de un cilindro elastico e
incompresible cuando estd sometido a traccién sobre sus caras planas. En su
configuracién de referencia se coloca un sistema de coordenadas cartesianas
(X1, X2, X3) en el centro del cilindro y con el eje X3 orientado segun el eje
de revolucién del mismo. Con este sistema, la deformacién del cuerpo se
describe mediante la aplicacion

(P(le X27 X3) = (ale OZXQ, BX3)

en una base cartesiana en el espacio, siendo «, 8 dos constantes que modulan
el tamano de la deformacién radial y axial, respectivamente. Suponiendo que
el material del sélido es neo-hookeano con energia de deformacién

W(C) = 5(1(C) -3) ,

se pide

a) Calcular el gradiente de deformacién F', el tensor derecho de Cauchy-
Green C' y sus inversos.

b) Determinar la relacién entre a y [ para que la deformacion del cuerpo
sea incompresible.

¢) Calcular el segundo tensor de Piola-Kirchhoff en funcién de a y p,
en cualquier punto del cuerpo usando los resultados anteriores y la
expresion

siendo p la presion, que puede depender de (X1, X2, X3).

d) A partir de la expresién P = F'S encontrar el valor del primer tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff y, utilizando la ecuacién del equilibrio,
concluir que la presiéon ha de ser constante.
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e) Utilizando el dato de que la superficie lateral del cilindro estd libre de
tensiones, calcular la relacion entre p y a.

f) Por dltimo, sabiendo que el cilindro estd sometido a una tension de
traccién de médulo ¢ en sus dos caras planas, encontrar la relacién
entre t y a.

Problema 7.4. Un sélido cilindrico de radio r tiene su eje de revolucion ali-
neado con el eje X de un sistema cartesiano de coordenadas. La deformacion
del cuerpo viene dada por la aplicacion

P(X1, X2, X3) = (X1, BX5, fX3)
en una base cartesiana del espacio, sienedo « y 5 dos constantes.

a) Sabiendo que el sélido es incompresible, determina el valor de 8 en
funcién de a.

b) Calcula F'y C como funciones de «, inicamente.

¢) Suponiendo que el sélido sea hiper-eldstico y su funcién de energia
almacenada sea B 4
W(e) =4 -3),

con p constante, calcula los dos tensores de tension de Piola-Kirchhoff
y la tension de Cauchy.

d) Dibuja un diagrama cartesiano que muestre la relacién entre « y la
fuerza total ejercida sobre cualquier seccién X; =constante.

Problema 7.5. Un tubo de material hiper-eldstico incompresible tiene, en
su configuracién de referencia, longitud L, radio interno A y radio externo B.
El tubo se somete a una presion interna 7 y por ello se deforma manteniendo
la forma de un tubo, ahora de longitud [ y radio interno a. Si el material se
supone que es neo-hookeano con constante p, calcular:

a) La relacién entre a, A, [ y L empleando consideraciones geométricas
sobre la deformacién incompresible.

Trabajando a partir de ahora en coordenadas cilindricas, calcular
b) la deformacién ¢,

c) el gradiente de deformacién F', el tensor izquierdo de Cauchy-Green
b.

d) Encontrar la relacién entre a y A =1/L.

e) Obtener la expresiéon de los tensores o o ¢ y P en funcién de las
coordenadas, A, las propiedades del material y p, la presion.
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f) Empleando la ecuacién del equilibrio, encontrar la ecuacién diferencial
que debe de satisfacer p.

g) Determinar la expresiéon completa de p usando las condiciones de con-
torno de tensién en la superficie interior y exterior del tubo.

h) Finalmente, encontrar la relacién entre 7 y a, la presién aplicada y el
radio interior del tubo

Extra: Comentar la expresién de la funcién a(7), cémo se compara con
lo que se esperaria, ...

Problema 7.6. En un sélido hiperelastico se define el tensor energia-momento
mediante la expresion

S(X)=W(F(X),X)I-F'(X)P(X),

siendo F' el gradiente de deformacién y P = OpW el primer tensor de
Piola-Kirchhoff. Demostrar que en un cuerpo homogéneo (es decir, que W
no depende explicitamente de X') sobre el que no actia ninguna fuerza vo-
lumétrica el flujo de 3 a través de una superficie cerrada se anula. Encontrar
la expresion de este flujo cuando el cuerpo no es homogéneo.

Problema 7.7. Un cubo con aristas de longitud L esta colocado en el primer
octante con un vértice en el origen de coordenadas cartesianas (X1, X2, X3)
y sus caras perpendiculares a los ejes de dicho sistema. Ademds se sabe que
el material del cubo es neohookeano con energia almacenada

W(C) = g log? J + g(h(é) ~3)

siendo J = (det C)'/2 y C = J~2/3C. El cubo sufre la deformacién
(P(X17X2>X3) = (Xl +7X27X27X3) .
Determinar:

a) El gradiente de deformacidn, el tensor derecho de Cauchy-Green y los
invariantes principales.

b) El primer y segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff.

¢) La tensién sobre la cara que en la configuracién de referencia esta sobre
el plano X; = 0.
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Capitulo 8

Modelos lineales

Las ecuaciones estudiadas hasta ahora son muy generales: por ejemplo,
las deformaciones pueden ser de cualquier tamaiio y las energias almacenadas
pueden ser de cualquier forma (siempre que respeten las condiciones de
invariancia, algunos limites, etc.) Esta gran generalidad es lo que explica
la utilidad de la Mecanica de Medios Continuos, pues puede usarse para
resolver un gran numero de problemas précticos.

La gran desventaja de los modelos y ecuaciones estudiadas hasta el mo-
mento es que son muy complicados de resolver y, de hecho, sélo unos pocas
soluciones se pueden obtener de manera analitica. Cuando restringimos el
ambito de aplicacion de estas teorias, podemos aproximar las ecuaciones re-
sultantes por otras lineales que, aunque imprecisas, se pueden resolver con
mucha mayor facilidad.

8.1. Linealizacion de la cinematica

Definamos, para comenzar una operacion X : By — R? que transporta
puntos desde la configuracion de referencia hasta el espacio fisico y que esté
definida, en coordenadas cartesianas, como

r = E(X) = (Xl,XQ,X3) 5 (81)

es decir, que z; = X;. Esta funcién embebe el conjunto B,.; dentro del
espacio fisico. El gradiente material de esta funcién es

X
GZVXE(X)ZaaX,AeZ‘(@EAZGZ‘@Ei. (8.2)

Empleando la operacién X tiene sentido definir el campo de desplaza-
mientos como la funciéon

u(X) = p(X) - B(X) . (8.3)
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Supongamos ahora que w tiene un valor y un gradiente que son ambos
pequenos, es decir,

u(X)|=0(e),  [[Vxu(X)|=0(), (8.4)
con € < 1. Para cualquier funcién f definida en B,y se verifica entonces

of  Of o tO(u;+3y)

8XZ~ o 8a;j 8X,
_Ofo e 1 O%;
= " on, ox, 190
9f o -l (8.5)
_Ofop™!
Asi pues, podemos escribir que en esta situacion
Valfop™h) = Vi f + O(e). (8.6)

Si aceptamos aproximaciones de orden e, entonces las derivadas materiales
y las espaciales pueden suponerse iguales. En estas simplificaciones hemos
empleado la identidad

F(X) = G(X) + Vxu(X) . (8.7)

Cuando se estudia mecanica de medios continuos con deformaciones pe-
quenas es habitual quitar los subindices de los operadores diferenciales y
utilizar simplemente V,V- VX para el operador gradiente, divergencia y
rotacional, respectivamente.

Para desarrollar modelos elasticos serd necesario emplear una medida de
deformacién adecuada al tamano de F'. Escribimos en primer lugar Vxu =
€3, siendo ahora 3 un tensor tamano O(1) para identificar claramente cudles
son los términos pequenos. Asi pues, el tensor derecho de Cauchy-Green sera

C = (G+eB)T (G+eB) = G+e(B+B1)+0(?) = G+2Viu+0(e%) (8.8)

y, por tanto, el tensor de Green-Lagrange serd

E =Viu+0(&) . (8.9)
Se define el tensor de deformacion infinitesimal
e =Viu, (8.10)
con lo que
C~~B~G+2~G+2E. (8.11)

El jacobiano J también se puede linealizar de la siguiente manera:

J =det(G+eB) = det(G) + (JFT)(G) : Be + O(*) = 1+ Vx-u+ O(?) .
(8.12)
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8.2. Linealizacién de la ley de balance de energia

Consideremos ahora un material termoelédstico. En este caso, la energia
interna se puede escribir de la forma
o
00
siendo O la temperatura absoluta y 1 la energia libre. Asi pues, la ley de
balance de la energia se puede escribir como
o . Py 0%
—F-0_——50-0
oOF 00?2 0O0F
Usando la definicién del primer tensor de Piola-Kirchhoff los términos de la
tension se cancelan y queda

F=P:F-Vx-Q+R. (8.14)

0% . 0?
_@i@ e ¥
002 000F
Supongamos ahora que el cuerpo estd sometido a fuerzas exteriores y
aportes de calor muy pequenos. Entonces, la deformacion y la temperatura

seran de la forma

:F —Vx-Q+R. (8.15)

p=X+u+0(?), O =0y+ 19+ 0O(?) (8.16)

con v y ¥ campos de orden €. Entonces la ecuacién del balance de energia
se simplifica a

cod =My:Viu—-V-Q+R, (8.17)
siendo
9% 9%
co = —90@(@ ©o) , M, = @08@8F(G’ ©o) (8.18)

que se conocen como la capacidad térmica y el tensor de acoplamiento
termoeldstico. Supongamos ademads que el flujo de calor sea proporcional
al gradiente de temperatura y escribamos, segin la ley de Fourier,

Q=-KV0, (8.19)

donde K es el tensor de conductividad térmica. Si ademés suponemos
que el cuerpo no se puede deformar en absoluto la ecuacién de balance de
energia queda

cd=-V-(KVY)+R, (8.20)

que es la ecuacién clasica del problema de conduccion de calor. De hecho,
para definir el problema completamente hay que complementarlo con con-
diciones de contorno en el campo de temperatura y en el de flujo de calor,
y con condiciones iniciales para .
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8.3. Linealizacién de la ley de balance de cantidad
de movimiento

Para linealizar la ecuacién del balance de cantidad de movimiento em-
pezamos linealizando el primer tensor de Piola-Kirchhoff, a saber,

P=JG+eB)F Ta=(1+eB)(G+eB)o=0a(l+0()) . (8.21)

Por tanto, si las fuerzas exteriores volumétricas B y de superficie T' son
pequenas, esperamos que la deformacién sea pequena y se puede escribir

0= VXP + prefB — prefA
— Vx(0(1 4 0(6)) + presB — prefA (8.22)
=V -0+ prefB — pref A+ Ole) .
En la teoria clasica de medios deformables, incluyendo la teoria de elastici-

dad, se ignoran todos los términos de orden € y se define p = p,.r, quedando
la ecuacion del balance de cantidad de movimiento de la forma

V-o+pB=pA. (8.23)



Apéndice A
Coordenadas cilindricas

Las coordenadas de cualquier punto en R? se puede expresar en un sis-
tema cilindrico. Las coordenadas de este sistema se indican con la terna
(r,0,2z) € R x [-m,7) X R y estdn relacionadas con las coordenadas carte-
sianas (x1,x2,x3) segin

T
r=/2? + 23, Hzarctanf, z=2x3, (A.1)
1

y su relacion inversa
1 =rcosf , T9 =rsinf , T3 =2 . (A.2)

Como no es un cambio de coordenadas biyectivo pueden aparecer problemas
cuando » = 0. A diferencia de los sistemas cartesianos, la base de vectores
en coordenadas cilindricas depende del punto. Estos vectores son tangentes
a las curvas coordenadas en las que dos de las coordenadas se mantienen
constantes y la tercera varfa. Si se define una curva en R? como = x(r, 6, 2),
se pueden calcular los vectores unitarios tangentes a estas curvas como:

e Oz |0z |"! fe; + sinfe
=—|—| =cos sin
" or|or ! >
oz |9z |~
ey = a—z a—ig = —sinfe; + cosfes, (A.3)
oz |dx| !
e,=—|—| =e3.
T 02|02 ’
Como ‘g—g‘ = r, el vector ey no estd bien definido en la recta r = 0. Lejos
de ella, la matriz de cambio de base y su inversa son, respectivamente,
cosf sinf 0 cosf —sinf 0
[Aci] = | —sin€ cosf 0 | , [Ac_lll] = | sinf cosf O |. (A4)
0 0 1 0 0 1

Nétese que la matriz [A.;] es una rotacién asi pues su inversa es igual a su
traspuesta. Ademds, la base de vectores {e,, ey, e,} es ortonormal.
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A.1. Elementos de integracion

El diferencial del vector de posicién de un punto cualquiera de coorde-
nadas cilindricas (r, 0, z) es el vector

ox ox ox

= (cosfe; +sinfes)dr + (—rsinfe; +rcosfes)dd + esdz .

Empleando la matriz de cambio de base [A.;] podemos expresar este vector
en coordenadas cilindricas:

{dm}cil = [Aczl]{ dw}car
cosf) sinf 0 cosfdr — rsinfdé
= | —sinf cosf 0 sin 6 dr + r cos 8 df
0 0 1 dz (A.6)

car
dr
=< rdd
dz cil
Expresado de otra manera,
de=dre,+rdbey+dze, . (A.7)
El diferencial de arco en cilindricas se calcula empleando la definicion

ds = (de - da)'/? = (dr? 4+ r? d6? + d2%)1/? | (A.8)

Siguiendo también su definicién, el elemento diferencial de volumen se cal-
cula como

on  On om cosf —rsinf 0
dv=|%2 98 92| drdfdz = [sind rcos® 0| drdfdz =rdrdde.
dry dry o o 0 1
or 00 0z
(A.9)
A.2. Operador gradiente
Si f = f(x) es un campo escalar diferenciable, su diferencial es
df(w)—gdr—l—gde—ka—fdz (A.10)

- or 00 0z '

Este diferencial se puede reescribir como

_(of, [ 1of L 9f . _vr.
df(z) = <87“6T+’I"3069+ 6Zez> (dre,+rdfeg+ dze,) =Vf-dx
(A.11)
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siendo por tanto el gradiente en coordenadas cilindricas:

afer—klgeg—i—g . (A.12)

VIi=a:et 90 925

Para calcular el gradiente de un campo vectorial definido en coordenadas
cilindricas, empleamos su definicién intrinseca (1.83), para lo cual usamos
las identidades

de, = eypdf, dey=—e,dr, de,=0. (A.13)

Si v = v(r,0,2) es un campo vectorial de la forma v = v.(r,0,2)e, +
vg(r,0,z)eg +v.(r,0, z)e., su diferencial es

ov, Ov, ov,
dv = < 5 dr + 50 do + 5, dz) e, +v,.de,

8219 81}9 87)9
+ <8Td7’+ %de—'— 82’d2> €9+'U9d€9

4 ((%Z dr+ 2% q9 1 OV

or 00 0z

“\or "o T o 7R

4 } 8,07" _ + 1 % _ + }% dé
r \ 00 vo ) er r \ 00 Ur ) €0 r 00 e )r
(91)9 (%z

1 (Lre, 90,y 02, ) g
BzeT 8289 8zez i

= %e %e +%e Re,-dre
N or 0 or * " "

4 } av?"_ _|_1 %_ +}% ® dée
r \ 00 vo ) er r \ 00 Ur | o T(‘?Gez €o-raves

dz> e, +v,de,

8vr 81)9 81)2
+ (azeT + Eeg + azez) ® dze,
=Vv - dx ,
(A.14)
donde se puede identificar por tanto el gradiente
Vv = (%irer + %U:eg + 88%63) ® e,

1 [/ Ov, 1 [/ Ovg 10w,
+ (7"(80 —Ug) €T+T<80—’UT> 89+r6062> ®€9 <A15)

9z "0z T 0z 7 =
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De forma maés compacta, el gradiente de un campo vectorial en coordenadas
cilindricas se puede escribir como:

Vr g —Vg
Urr - p Ur 2
_ Vr+vg 9
[VU] — '1)07,,, po 1}072 . (A16)
V2,0
Uz, po Vz,z

A.3. Operador divergencia

Si v = v(r,0,z) es un campo vectorial con componentes v, vy, v,, su
divergencia es el campo escalar

19(rwv, 10vg Ov,
V'”:“‘(V”Fr(ar) v o0 T on

Si T = T(r,0,z) es un campo tensorial con componentes T}, Ty, ..., su
divergencia es el campo vectorial

(0T, 1 (0T, T,
vT—( or +T’( o0 +(TTT_T99>>+ 02 )67-

aT,e 1 (0T, T,
+ ( L4 (9" + (Tr +Ter> + 9) eo (A.18)

(A.17)

or r \ 00 0z

+ aTr‘z + 1 aT@z +T + aTzz
or r\ 06 " 9. )

A.4. Tensor de deformacidon infinitesimal

El tensor de deformacién infinitesimal se obtiene simetrizando el opera-
dor gradiente y resulta, en coordenadas cilindricas:

Up r % (U;G + Uugr — %) % (ur,z + uz,r)
el = | 2 (5% +uor =) i 2 (5% + o)
% (UT,Z + uz,r) % (% + UG,Z) Uz, 2
(A.19)

A.5. Problemas axisimétricos

Los problemas axisimétricos son aquellos en los que se puede escoger
una direccion de simetria de revolucién, tanto para las cargas como para la
geometria. En este caso, y escogiendo un sistema de coordenadas cilindricas
con el eje z que coincida con el de revolucién se tiene que el campo de
desplazamiento serd de la forma

u=u(r,z) =u(r,z)e, +u,(r,2)e, , (A.20)

con lo que el calculo de todos los operadores diferenciales se simplifica.



Apéndice B
Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto en el espacio Euclideo son (r, 0, ¢) €
RT x [0,7) x [, 7) cuya relacién con las coordenadas cartesianas es:

2 2
Vit x
r =/ o} + 23+ 23, Gzarctang, ¢ = arctan —. (B.1)

x3 4o

La relacion inversa es por tanto
x1 =rsinfcos ¢ , To =rsinfsing , x3 =rcosf . (B.2)

Al igual que ocurre con las coordenadas cilindricas, la relaciéon entre las
coordenadas esféricas y las cartesianas tiene singularidades, como veremos
después. Los vectores de la base en coordenadas esféricas son

-1
e,n:a—aB oz =sinfcos¢e; + sinfsin ¢ es + cosb es,
or | Or
-1
egzg—z g% = cosfcospe; + cosbfsingpey —sinfes, (B.3)
-1
e¢:gz gz = —singe; +cospes ,

y por lo tanto la matriz de transformacién de coordenadas y su inversa son:

[ sinfcos¢ sinfsing cosf
[Acsf] = | cosfcos¢ cosfsing —sinf |,
- sin ¢ cos ¢ () (B.4)
sinfcos¢p cosfcos¢p —sing
[Ae_slf] = | sinfsin¢ cosfsing cos@
cosd —sinf 0

La matriz A es ortonormal y su inversa es igual a su transpuesta.
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B.1. Elementos de integracion

El diferencial de un vector de posicién en un punto arbitrario (r,6,1) es

Oz ox ox
de=—dr+ — dH —d
=5y I+ 5590+ 55 ¢
=(sin 6 cos ngel + sin @sin ¢ ey + cos fes) dr (B.5)
+ (rcos@cos ey + rcosfsing ey — rsinbes) dd

+ (—rsinfsinge; + rsinfcospes)de .

Tal y como estd calculado, las componentes de este diferencial, aunque fun-
cién de (r, 0, ¢), son las componentes en la base cartesiana pues multiplican
a los vectores de esta base. Para encontrar las componentes del diferencial de
posicién en coordenadas esféricas simplemente utilizamos la expresiéon para
el cambio de base de componentes de un vector

{dm}esf = [Aesf]{ dw}car

sinfcos¢ sinfsing cosd sin f cos ¢ dr + r cos 0 cos ¢ df — rsin 0 sin ¢ d¢
= | cosfcos¢ cosfsing —sinf sin @ sin ¢ dr + r cos 0 sin ¢ df + rsin 0 cos ¢ d¢

—sing cos ¢ 0 cosfdr —rsinf do
dr
= rdf
rsin 6 d¢ esf
(B.6)

Este resultado se puede escribir de manera equivalente como
dz =dre, +rdfey+rsinfdoey . (B.7)

Usando la definicién del diferencial de arco se sigue que este tiene por ex-
presion, en coordenadas esféricas,

ds = (dz - da)/? = (dr? + 12 d6? + r?sin? 9 dp?)/? - (B.8)

Empleando ahora la definicién del elemento diferencial de volumen obtene-

mos
Ozy Oz Oz
— X2 T2 Z2
dv = or 90 94 dr df dgf)
Ozz  Oxzz Ox3
or 00 09

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing (B.9)
= |sinflsin¢ rcosfsin¢g rsinfcos¢ | drdfde
cos —rsind 0

=r2sinfdrdfde .
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B.2. Operador gradiente

Para encontrar la expresion del operador gradiente en coordenadas esféri-
cas estudiamos una funcién f = f(«x) diferenciable. Como se acaba de indi-
car, su diferencial es

6f fd9+ of

df(iﬂ)za 96

dé . (B.10)

Reescribiendo este diferencial de la siguiente manera

of 1of 1 9f : _
df(x) = (8r e+ — 90 € —l—rsin9%6¢>-(er+7’69+rs1n96¢)—Vf‘da:
(B.11)
se puede identificar el vector gradient como
0 10 1 0
Vf(x)= / e, + — f / (B.12)

0+ ——5:€¢ -
or r 90 %" rsing foler ¢
La extension de esta definicién al gradiente de un campo vectorial utilizamos
su definicién intrinseca. Pare ello, comenzamos por calcular los diferenciales
de los vectores de la base esférica. Asi, si escribimos

€, el
€y o = [Aesf] €2 ¢, (B'13)
€y €3

podemos calcular el diferencial

de el
" . aAesf BAesf aAesf

?9<[m}m+[%]w+[w]w>e2

€y €3

(B.14)

[ OAcsy OAesy OAcsy N
= (%520 + 12500+ (520106 ) 14114

Realizando estas operaciones se obtiene que

de, = df ey +sinfdg ey
dey = —df e, +cosfdoey (B.15)
dey = —sinfldgpe, —cosfdoey .

Asi pues, si v = v(r, 0, ¢) es un campo vectorial cuya expresién en coordena-
das esféricas es v = v, (1,0, ¢) €, +vy(1,0, ) eg+vy (1,0, P) €4, su diferencial
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se podré calcular como:

vy ovy ov,
dv_((‘?r dr + 20 do + 90 dqﬁ) e, +v,de,

Ovg Ovg Ovg
+ (é?rdr+89d9+8¢>d¢> 69""09(169

8’U¢ 8% 8U¢

o 8U7~ 609 8v¢
= (a et ar%) a

ov, Ovg vy
+<<89 —’L)g) eT—|—<80 —I—UT> 69+789 6¢) de
ov, . Jvg
+ (<8 — v¢sm9) e, + <6¢ - U¢C059> €9

4 %—i—vrsinﬁ—i-vgcose ey | do
¢
:V'Udili,

(B.16)

por lo que se puede identificar el tensor gradiente como aquel con expresion

_ (%r 81)9 0U¢
Vv = (&"er + Weg + 87"e¢) ® e,

+1 vy B n Ovg n +8v¢ -
r\\ag ~ )T\ ag T) 0T 99 %) O

—I-; Our _ inf ) e, + oo _ 0)e
7 sin 6 ¢ g B " 19J0) U €08 0

0
+ (81225 + v, sin 6 + vy cosé’) ed)) ® eg.

(B.17)

B.3. Operador divergencia

Para hallar la expresion de la divergencia de un campo vectorial v(r, 6, 1))
empleamos también la definicién V-v = tr(Vw) y se obtiene el campo escalar

i@(rQUT)Jr 1 O(vgsinb) 1 Ovy

v.v:ﬂ or rsinf 00 rsind 0¢

(B.18)

De manera anéloga, si T'(r, 0, ¢) es un campo tensorial, la expresién de su
divergencia se puede calcular usando la relacién (V- T)-a = V - (T a),
donde a es un vector constante.
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