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La enerǵıa es el concepto fundamental de la
mecánica y en el caso de la Resistencia de Materia-
les su estudio proporciona los métodos de cálculo
más útiles. De hecho, el cálculo estructural se basa,
casi exclusivamente, en la aplicación sistemática de
algunos de los resultados que se presentan en este
resumen, y otros más avanzados, pero estrechamen-
te relacionados.

1. Trabajo

El concepto de trabajo es central en mecánica
y se define siempre para procesos. En un proceso
que va desde el estado 1 al estado 2, el trabajo
realizado por un sistema de fuerzas F 1,F 2, . . . se
define como

W1→2 =

∫ 2

1

∑
i

F i · dui , (1)

siendo ui el desplazamiento bajo la carga F i. Es
importante subrayar que no existe un “diferencial
de trabajo” sino lo que se llama a veces un “diferen-
cial inexacto” δW = F ·du, que no es el diferencial
de ninguna función, por lo que el resultado de la
integral (1) depende del camino entre 1 y 2. Nótese
además que en la definición del trabajo las fuerzas
se operan con el producto escalar con los desplaza-
mientos bajo ellas.

En el caso de una viga u otro modelo estructural,
las fuerzas y los desplazamientos en la ecuación (1)
han de entenderse en sentido generalizado: F puede
ser una fuerza o un momento concentrado y u un
desplazamiento o un giro.

2. Trabajo y enerǵıa en sistemas
elásticos

Un sistema elástico se define como aquel en
el que todo el trabajo aplicado en un proceso se
almacena en forma de enerǵıa (elástica), que puede
ser completamente recuperada al retirar las cargas.

Un sistema elástico y lineal es el que, además
de ser elástico en el sentido antes indicado, tiene
fuerzas y desplazamientos proporcionales. En es-
tos sistemas, si un sistema de fuerzas {F i} provoca

unos desplazamientos {ui}, unas fuerzas escaladas
{αF i} provoca los desplazamientos {αui}. En este
tipo de sistemas el trabajo en un proceso se pue-
de calcular de manera muy sencilla, sin recurrir a
ninguna integral.

Teorema 1 (Clapeyron). El trabajo realizado al
aplicar un sistema de cargas generalizadas {F i} so-
bre un sistema elástico lineal es

W1→2 =
∑
i

1

2
F i · ui , (2)

siendo ui el valor del desplazamiento bajo la carga
i-ésima cuando se han aplicado todas las cargas.

Demostración. Consideremos un proceso de carga
arbitrario F i(t) = α(t)F i, siendo α(t) una función
diferenciable con α(1) = 0, α(2) = 1. El trabajo
sobre un sistema elástico se puede escribir como

W1→2 =

∫ 2

1

α(t)
∑
i

F i · uiα
′(t) dt

=
∑
i

F i · ui

∫ 2

1

α(t)α′(t) dt

=
∑
i

1

2
F i · ui.

(3)

El resultado de este teorema permite concluir que
el trabajo realizado por un sistema de cargas en
una estructura elástica lineal es independiente del
proceso, por lo que sólo depende del estado inicial
y final. En este caso existe una función potencial,
la enerǵıa elástica U , que es función únicamente
del estado y tal que

W1→2 = U({u(2)
i })− U({u(1)

i }) . (4)

Si llamamos, como antes, {ui} a los desplazamien-
tos en el estado final de carga y suponemos que la
enerǵıa es nula en el estado 1 podemos escribir de
forma más sencilla

W1→2 = U({ui}) . (5)
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La enerǵıa elástica es, desde el punto de vista ma-
temático, una función de los desplazamientos {ui}.
En un sistema elástico hay una relación uńıvoca
entre desplazamientos y fuerzas aplicadas aśı que
siempre se puede escribir la enerǵıa como una fun-
ción de las fuerzas. A ésta se la conoce como la
enerǵıa elástica complementaria , y se define
como

U∗ = U∗({F i}) = U({ui(F )}) . (6)

Aunque el valor numérico de U y U∗ coinciden para
un sistema elástico lineal, son funciones diferentes.
Además, para otros tipos de estructuras, ya el valor
no es el mismo.

3. Desplazamientos eficaces

Dado un sistema de fuerzas {F i} (generalizadas)
aplicadas sobre puntos i = 1, 2, . . . que causan des-
plazamientos (generalizados) {ui} sobre los mis-
mos puntos, se define el desplazamiento eficaz
o efectivo δi a la proyección de ui sobre la direc-
ción de F i, es decir,

δi = ui ·
F i

|F i|
. (7)

Estos desplazamientos son cantidades escalares,
más cómodas de manejar que los vectores de las
fuerzas y los desplazamientos, y permiten escribir
el trabajo en un proceso simplemente como

W1→2 =
∑
i

1

2
Fi δi , (8)

siendo Fi = |F i|.

4. El teorema de reciprocidad de
Maxwell-Betti

Consideremos como antes una estructura some-
tida a un sistema de fuerzas generalizadas {F i} e
indiquemos con la notación δji al desplazamiento
eficaz en el punto i debido únicamente a la fuerza
F j . Si, sobre la estructura descargada, aplicamos
primero una carga F 1 y después otra F 2 (sin retirar
la primera), el trabajo total que estas dos fuerzas
realizan sobre la estructura es

W1→2 =
1

2
F1δ

1
1 + F1δ

2
1 +

1

2
F2δ

2
2 . (9)

Si se invierte el orden de aplicación de las cargas el
trabajo se puede calcular como

W̃1→2 =
1

2
F2δ

2
2 + F2δ

1
2 +

1

2
F1δ

1
1 . (10)

Puesto que en ambos casos todo el trabajo se alma-
cena en enerǵıa y en un sistema elástico la enerǵıa
es independiente del proceso de carga se concluye
que W1→2 = W̃1→2 y por tanto

δ21 = δ12 . (11)

En general, para cualquier pareja de ı́ndices, se ve-
rifica que los coeficientes δji rećıprocos son iguales,

es decir, δji = δij .

5. Los teoremas de Castigliano

Los dos teoremas de Castigliano son la herra-
mienta más útil para la resolución “a mano” de
problemas en Resistencia de Materiales. Su aplica-
ción se reduce a sistemas elásticos lineales para los
que los desplazamientos eficaces son proporcionales
a las fuerzas aplicadas, es decir,

δi =
∑
j

φijFj , (12)

donde φij son constantes que dependen de la geo-
metŕıa, material, y apoyos de la estructura y se de-
nominan coeficientes de flexibilidad . De mane-
ra análoga, también se puede escribir

Fi =
∑
j

κijδj (13)

donde las constantes κij son los llamados coefi-
cientes de rigidez .

Teorema 2 (Primer teorema de Castigliano). La
derivada de la enerǵıa elástica respecto del despla-
zamiento eficaz en un punto es la fuerza aplicada
sobre éste, es decir,

Fi =
∂U

∂δi
. (14)

Demostración. En un sistema elástico lineal se tie-
ne que su enerǵıa elástica se puede escribir como

U =
∑
i

1

2
Fiδi =

∑
i,j

1

2
κijδiδj .

De esta relación se sigue directamente (14).

Teorema 3 (Segundo teorema de Castigliano). La
derivada de la enerǵıa elástica complementaria res-
pecto de la fuerza aplicada en un punto es el des-
plazamiento eficaz de éste, es decir,

δi =
∂U∗

∂Fi
. (15)
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Demostración. En un sistema elástico lineal la
enerǵıa elástica complementaria se escribe de la si-
guiente manera

U∗ =
∑
i

1

2
Fiδi =

∑
i,j

1

2
φijFiFj .

Y, como en el primer teorema, de esta expresión se
puede comprobar directamente el teorema (15).

Los teoremas de Castigliano siguen siendo váli-
dos en el caso de deformaciones térmicas y/o defec-
tos de montaje, pero en estos casos la enerǵıa elásti-
ca y su complementaria tienen una expresión lige-
ramente distinta. Para un esfuerzo genérico Σ (que
puede ser N,M,Mt, . . ., con rigidez caracteŕısti-

ca K, y deformación caracteŕıstica Γ , la expresión
genérica de la enerǵıa elástica en una barra es:

U(Γ ) =

∫ L

0

1

2
K(Γ − Γ0)2 dx (16)

siendo Γ0 las deformaciones debidas a efectos no
mecánicos (es decir térmicos o de defecto de monta-
je). La enerǵıa elástica complementaria para estos
casos se puede demostrar que es

U∗(Σ) =

∫ L

0

(
Σ2

2K
+ ΣΓ0

)
dx. (17)

Las deformaciones que no tienen origen mecánico
se conocen como autodeformaciones.
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